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Seznam uporabljenih kratic in
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naklju¢ni model omrezij
povprecna stopnja vozlis¢
vhodna stopnja vozlisca
stevilo najblizjih vozlis¢



Povzetek

Pri raziskovanju odnosov med podatkovnimi entitetami je najnaravnejsi nacin predstavitve le-
teh z omrezji. Pri gradnji omrezij iz podatkov pa pogosto naletimo na omejitev, da nimamo
na razpolago dovolj ustreznih podatkov, s katerimi bi lahko zgradili popolno omrezje. V
taksnih primerih lahko zgradimo zgolj manjsa ali nepopolna omrezja, katerth uporabnost je v
nadaljnjih analizah relativho omejena. Takrat se pogosto zatekamo h gradnji novih, naklju¢nih
omrezij.

V nalogi predstavimo nov pristop generiranja naklju¢nih omrezij, ki ga poimenujemo M-
generator. Naloga M-generatorja je samodejno analizirati razpolozljivo omrezje in na podlagi
izbranih lastnosti generirati naklju¢no omrezje, ki te lastnosti v ¢im vedji meri posnema.
Uporabimo metodo strojnega ucenja, ki na podlagi analize nad osnovnim omrezjem izbere
najprimernej$i model naklju¢nega omrezja, s katerim nato generira naklju¢éno omrezje
poljubne velikosti. Analiza in izbira naklju¢nega modela poteka povsem samodejno, tako da
posredovanje domenskega eksperta pri izbiri lastnosti omrezij in izbiri naklju¢nega modela ni
potrebno.

Delovanje modela preizkusimo nad realnim naborom omrezij, pri cemer lastnosti naklju¢no
generiranih omrezij lepo sledijo realnim. Vendar zaradi nekoliko manjsega vzorca in
pomanjkanja oznacenih podatkov ne moremo sklepati o uspesnosti pristopa v splosnem.
Kljub temu smo z dobljenimi rezultati zelo zadovoljni, saj smo z modelom uspeli samodejno
generirati zelo dobra nakljuc¢na omrezZja.

Kljucne besede:

omrezja, modeli omrezij, M-generator, strojno ucenje



Abstract

When researching relationships between data entities, the most natural way of presenting
them is by using networks. When constructing networks from data, the lack of relevant data
often prevents us from building a complete network. In such cases, we are only able to build
small or incomplete networks, which are of very limited use in the further analysis. We then
often solve this problem by constructing new, random networks.

This paper presents a new approach to generating random networks, which is called M-
generator. The task of M-generator is to automatically analyze the available network, and on
the basis of selected properties generate a random network that follows these properties. To
select optimal network model to generate random network, we use a machine learning
method, based on the analysis of the original network. Analysis and selection of a random
network is fully automated, so that the presence of a domain expert in selecting network
properties and selecting a random network model is not required.

Model operation was tested on real world data, where random network properties seemed to
follow the real world ones. However, due to slightly smaller sample size and the lack of

labelled data, we can not estimate the efficiency in general. Despite that, we are satisfied with
the results, as we managed to automatically generate really good random networks.

Key words:

networks, network models, M-generator, machine learning



1 Uvod

Zivimo v svetu informacijske tehnologije, kjer je velika koli¢ina informacij ali podatkov
dostopna v elektronski obliki. Podatki so navadno shranjeni v velikih relacijskih podatkovnih
bazah, predstavimo pa jih lahko na ve¢ nacinov. V primeru raziskovanja odnosov med
podatkovnimi entitetami je najnaravnejsi nacin predstavitve podatkov z omrezji. V zadnjem
casu so Se zlasti velikega zanimanja delezna socialna omrezja, kjer vozlisca predstavljajo
opazovane osebke, odnose med njimi pa predstavljajo povezave.

Pri gradnji omrezZij pa pogosto ugotovimo, da nimamo na voljo dovolj podatkov, s katerimi bi
lahko zgradili popolno omrezje. Zato lahko v taksnih primerih zgradimo zgolj manjsa in
nepopolna omrezja. Uporabnost le-teh je v nadaljnjih analizah ali testiranjih relativno
omejena, zato se pogosto zatekamo h gradnji novih, naklju¢nih omrezij. Tako zelimo zgraditi
naklju¢na omrezja, ki bi posnemala realna omrezja, njihova velikost pa ne bi bila omejena z
razpolozljivim naborom podatkov.

V preteklosti se je pojavilo veliko razlicnih pristopov h generiranju omrezij. Tezava oziroma
pomanijkljivost vecine pristopov pa je v tem, da so navadno zelo specificni in ozko usmerjeni
ter zato uspejo generirati zgolj omrezja dolocene vrste. Pri generiranju naklju¢nega omrezja
potrebujemo pristop, ki bo primeren za nas primer, zato se pogosto vprasamo, katero
metodo naj uporabimo oziroma ali sploh obstaja primerna metoda za na$ specificen primer.

V nadaljevanju naloge najprej v razdelku 1.1 predstavimo sorodno delo, ki mu v razdelku 1.2
sledi $e natancen opis ciljev naloge. Nato v razdelku 2 na kratko predstavimo teorijo omreZzij,
ki jo razsirimo z opisom omrezij iz realnega sveta (in njihovimi lastnostmi). V razdelku 3
opisemo modele naklju¢nih omrezij, ki jih uporabimo v nadaljevanju naloge. Strojno ucenje iz
naklju¢nih omrezij in podrobnejsi opis nasega pristopa predstavimo v razdelku 4. Na koncu
naloge v razdelku 5 podamo $e kriticno oceno in predloge za nadaljnje delo.



1.1 Sorodno delo

Sami modeli nakljucnih omreZij so bili v literaturi podrobno proucevani. Avtotji so predlagali
razlicne modele [8, 9, 15, 30, 40], ki imajo vsak svoje prednosti in pomanjkljivosti. Tako se
veliko pozornosti posveca analizi modelov, vendar pa se izbira modela v kon¢ni fazi vedno
prepusti domenskemu ekspertu.

Avtomaticnemu odloc¢anju o izbiri najprimernejSega modela iz mnozice modelov ni bilo
posvecene vecje pozornosti. Bezakova et al. [5] predlaga izbiro najustreznejsega modela
nakljucnih omrezij s pomocjo najveéje verjetnosti (maximum likelibood). Pristop temelji na
dejstvu, da modeli nakljucnih omrezij predstavljajo verjetnostno porazdelitev cez omrezja in
tako za model naklju¢nega omrezja izbere tistega, ki v svoji porazdelitvi realnemu omrezju
pripise najvecjo verjetnost. Slaba stran pristopa je v tem, da potrebujemo algoritem za vsak
model nakljucnih omrezij, ki izra¢una najvecjo verjetnost, za kar predlaga uporabo Monte
Carlo Markovskih verig (Monte Carlo Markov Chains). Pri nasem pristopu dodatni algoritmi
niso potrebni in je dovolj, da z modeli naklju¢nih omreZij generiramo zadostno Stevilo
naklju¢nih omrezij, kar omogoca preprostejSe dodajanje modelov.

Podobna nasemu pristopu so eksponentna nakljuéna omrezja (exponential random graphs)
oziroma v bolj splosni obliki modeli p* [42], ki prav tako omogocajo gradnjo omrezja, ki naj
bi sledila lastnostim osnovnega omrezja. Osnovno omrezje se analizira in zanj izbere mnozica
lastnosti (na primer Stevilo povezav ali Stevilo vozlis¢ dolocene stopnje), ki se zdijo
pomembne. OmrezZje se nato konstruira z verjetnostjo enako utezeni kombinaciji izbranih
lastnosti. Vendar pa se omejenost pristopa pokaze v tem, da ne omogoca razsiritve z novimi
modeli, ampak se v celoti zanasa na lastno generiranje omreZij.

Podoben, a ze v zacetni fazi razlicen pristop predlaga Leskovec [26]. Predlagani model,
Kroneckerjev graf, naklju¢no omrezje generira s postopnim povecevanjem osnovnega
modela. Temelji na Kronecketjevem produktu (Kronecker product) nad matrikami, ki jih izvaja
nad matriko sosednosti (adjacency matrix). Pristop je vsekakor zelo zanimiv in si zasluzi vecje
pozornosti, vendar za nas ne pride v postev, saj bi radi naklju¢no omrezje zgradili povsem
samostojno, brez dolocitve zacetnega omrezja.

1.2 Cilj

Primarni cilj naloge je razvoj novega pristopa za generiranje naklju¢nih omrezij. S pristopom
zelimo generirati nakljucna omrezja, ki v svojih lastnostih ¢imbolj posnemajo realna omrezja.
Slednje zelimo doseci brez posredovanja domenskega eksperta in tako povsem avtomatizirati
postopek generiranja nakljuénega omrezja. Predlagan pristop tudi kriticno ocenimo in
preizkusimo na mnozici razli¢nih realnih primerov.



2 Teorija omreZij

V nadaljevanju podamo teoreti¢no podlago omrezij. Nato si v naslednjem razdelku ogledamo
razdelitev realnih omrezij v smiselne skupine ter zatem znacilne lastnosti omrezij, ki se

pojavijo v realnih omrezZjih.

Omrezje! N definiramo kot mnozico vozlis¢ in povezav med njimi. Oznacimo N = (I, E),
kjet je 7= {w1, vz ..., ,} mnozica vozlis¢ v omrezju in E €17 x1” mnozica povezav med
vozlisci. Velikost omrezja je velikost mnozice 1] ki jo oznacimo z 7.

A yozlisce

®
> povezava

Slika 2.1: Primer neusmerjenega omreZja z osmimi vozliS¢i in desetimi povezavami. [30]

Za neusmerjeno omrezje velja, da vsebuje le neusmerjene povezave, pri katerth je vsaka
povezava predstavljena z mnozico dveh vozlis¢.

Eciy,.v flo,0, eV} @)

= i*7

Za usmerjeno omrezje pa velja, da so vse povezave usmerjene. Usmerjene povezave so tako
predstavljene z urejenim parom vozlis¢

1'V matematicni teoriji omrezja imenujemo grafi.
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kjer usmerjena povezava (v,2) poteka iz vozlisca »; v vozlisce 2.

Povezavam (v, ) pravimo zanka, dvema povezavama z isto zacetno in konc¢no tocko pa
vzporedni povezavi. Ce omrezje nima zank in vzporednih povezav ga imenujemo enostavno
omrezje.

Omrezje lahko v matematicnem zapisu predstavimo z matriko sosednosti (adjacency matrix).
Matrika sosednosti vozlis¢ omrezja N z 7 vozlis¢i je nxn kvadratna matrika A(N), kjer
element matrike @; predstavlja Stevilo povezav iz vozlisca »; v 2. Enostavna omrezja lahko
prikazemo z binarno matriko, kjer vsak element matrike @; zavzame zgolj vrednost 0 ali 7,
elementi na diagonali («;) pa so vedno enaki 0. V primeru neusmerjenega omrezja velja, da je
matrika sosednosti simetricna.

Pot w po omrezju N je zaporedje vozlis¢ v, ,v, ,...,7;

, ket je (v,,0, YEE zavse 1<i<¢.
Vozlisce 2 je sosed vozlis¢a 2 (in nasprotno), ce med njima obstaja pot dolzine ena. Omrezje
je povezano, ¢e za poljubni dve tocki omrezja obstaja pot med njima. Taksnim omrezjem tudi
pravimo, da so sestavljena iz ene same komponente. Omrezje je v splosnem lahko sestavljeno

iz najve¢ # komponent.

Omrezje je lahko utezeno ali neutezeno. Pri utezenih omrezjih ima vsaka povezava doloceno
neko ne-negativho utez. Povezave lahko poleg utezi vsebujejo tudi druge numericne ali
nenumericne lastnosti. Enako velja za vozlis¢a (na primer spol, starost ipd. v socialnih
omrezjih). Povezave v omrezjih lahko med seboj povezejo tudi ve¢ kot dve vozlisci. Taksnim
povezavam pravimo hiperpovezave, omrezjem pa hiperomrezja.

V nadi raziskavi se omejimo na neusmerjena, enostavna in neutezena omrezja s poljubnim
stevilom komponent.

2.1 OmreZja v realnem svetu

Teorijo omrezij smo ze spoznali v prejsnjem razdelku. Da pa bi lahko uspesno generirali
naklju¢na omrezja, moramo najprej poznati njihove lastnosti. Razlicna omrezja v realnem
svetu se med seboj razlikujejo, imajo pa tudi presenetljivo veliko skupnih znacilnosti.

V zadnjem casu so matematiki proucevali predvsem naslednja omrezja [30]:
- Socialna omreZja

Omrezja, ki so v zadnjem casu najbolj aktualna, so vsekakor socialna omrezja.
Socialno omrezje je mnozica ljudi, ki predstavljajo vozlisca, povezave med njimi pa



predstavljajo neko interakcijo med njimi. Mednje sodijo omrezja prijateljstev oziroma
poznanstev med ljudmi, omrezja poslovnih sodelovanj med podjetji in omrezje
telefonskih klicev med uporabniki mobilne telefonije.

- Informacijska omreZja
Najbolj splosno znano informacijsko omrezje je omrezje spletnih strani in povezav
med njimi (World Wide Web — a ga ne smemo zamenjevati z internetom kot fizi¢nimi
povezavami med racunalniki, ki jih bomo spoznali v nadaljevanju). V stroki je klasi¢ni
primer omrezje citiranj med znanstvenimi clanki. Vozlisca predstavljajo clanki,
usmetrjene povezave iz vozlis¢a A v B pa prikazujejo, da je clanek A citiral ¢lanek B.

- Tehnoloska omreZja

Pri tehnoloskih omrezjih gre za omrezZja, ki jih je ustvaril clovek za distribucijo dobrin,
kot je na primer energija ali voda. Znacilen primer je elektricno omrezje, kjer
proucujemo elektricno omrezje drzave ali ve¢jega mesta. Veliko pozornosti se posveca
tudi internetu. Tukaj govorimo o fizichem omrezju povezav med razlicnimi
racunalniki, ki so skupaj povezani v eno veliko omrezje. Vendar pa je celotno sliko
fizicnih povezav med vsemi racunalniki prakticno nemogoce zajeti, saj pripadajo
posamezni deli omrezja razlicnim organizacijam.

- Bioloska omreZja
Omrezja so bila proucevana tudi za uporabo v biologiji. Primeri bioloskih mrez so
omrezja metaboli¢nih poti, gensko urejevalno omrezje in nevronska omrezja. Zanimiv
je tudi primer bioloskega omrezja prehranjevanja, kjer vsako vozlis¢e predstavlja
doloceno vrsto zivali, usmerjena povezava med vozliscema A4 in B pa pomeni, da se
zival A prehranjuje z zivaljo B.

2.2 Lastnosti omreZij

Kljub temu, da so vsa opisana omrezja razli¢na in da nastanejo neodvisno v povsem razli¢nih
okoliscinah, ugotavljamo da imajo veliko skupnih znacilnosti. V nadaljevanju si ogledamo te
znacilnosti ter jih skusamo primerjati z nakljucno generiranimi omrezji. Skusamo naklju¢no
generirati tak§na omrezja, ki imajo podobne lastnosti kot prava omrezja.

Najpomembnejse se zdijo naslednje lastnosti [8]: potencni zakoni, majhni premeri in
skupnosti. Te si ogledamo najprej, poleg njih pa Se najvecjo stopnjo vozlis¢a, povprecno
stopnjo vozlisca ter eksponent hop (hop exponent). Ti so, kot ugotovimo v raziskavi, prav tako
pomembni pri primerjanju omrezij ter generiranju naklju¢nih omrezij.



2.2.1 Potencni zakon

Da bi razumeli potencni zakon, si najprej pogledamo, kaj je to porazdelitev stopenj in kaj
sploh je stopnja vozlisca.

Stopnja vozlis¢a je preprosto povedano Stevilo povezav, ki se povezujejo z vozlis¢em. Ni
nujno, da je stopnja vozlis¢a enaka stevilu njegovih sosedov, saj lahko vozlis¢e vsebuje zanke
ali vzporedne povezave. V usmerjenih omrezjih poznamo vhodno in izhodno stopnjo
vozlis¢. Vhodna stopnja vozlis¢a nam pove, koliko povezav je usmerjenih v vozlisce, izhodna
pa, koliko jih gre iz vozlisca.

S p(&) doloc¢imo delez vozlis¢ omrezja N, ki imajo stopnjo 4. V nadaljevanju je pomembno
tudi dejstvo, da je p(k) verjetnost, da ima nakljucno izbrano vozlisce stopnjo A S
histogramom stopenj vozlis¢ lahko nato nariSemo porazdelitev stopenj omrezja.
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Slika 2.2: Histogram §tevila prebivalcev v mestih ZDA (a). Histogram z istimi podatki, izrisan z
logaritemsko skalo (b). [29]

Z analizo realnih omrezij ugotavljamo, da imajo vecinoma porazdelitev stopenj mocno
razpotegnjeno v desno (right skewed) in so dale¢ od binomske porazdelitve stopenj. Izkaze se,
da za veliko omreZij velja, da njihova porazdelitev stopenj sledi potenénemu zakonu [10].

Potencna funkcija je funkcija oblike y(x)=Ax"", kjer sta 4 in a pozitivni konstanti. o

imenujemo tudi eksponent poten¢ne funkcije. Nakljucna spremenljivka pa je porazdeljena po
potencni porazdelitvi, e velja da njena porazdelitev sledi funkciji

px)=Ax""a>1,x 2 x (23)



Lepa lastnost potencne porazdelitve je ta, da se jo da eksperimentalno zelo lepo opaziti. Na
primer, ¢e ima omrezje porazdelitev stopenj, ki sledi potencnemu zakonu, in to porazdelitev
nariSemo na graf z logaritemsko skalo (»log-log« graf), se mora porazdelitev stopen;j prilegati
premici (slika 2.2b). Koeficient 4 pri premici oblike y(x) = Ax + B na logaritemski skali
ustreza eksponentu potencne funkcije . Na ta nacin se da z uporabo linearne regresije
eksponent potencne funkcije zelo preprosto in predvsem ucinkovito izracunati.

Omrezja s porazdelitvijo stopenj, ki sledi potencnemu zakonu, pogosto imenujemo scale-free
omrezja [3]. lzraz scale-free se uporablja, ker se porazdelitev stopenj ne spreminja s
spreminjanjem velikosti omrezja, ampak ne glede na velikost omrezja ostaja enaka. Eden
prvih primerov scale-free omrezja je omrezje citiranj med znanstvenimi ¢lanki, ki ga je leta 1965
objavil Price [34] in zanj navedel eksponent a med 2.5 in 3. Pozneje je objavil natancnejse
rezultate, kjer je izracunal eksponent o = 3.04 [33].

Pogosto nas pri racunanju porazdelitve stopenj in analiziranju omrezja zanima tudi najvecja
stopnja vozlis¢a v omrezju A Za vecino omrezij je Ay odvisna od velikosti omrezja.
Obstajajo razlicni pristopi [30], ki & ocenijo iz velikosti omrezja in znane porazdelitve
stopenj (na primer potencna). Vendar pri nasi raziskavi taksne ocene niti ne potrebujemo, saj
se ukvarjamo z omrezji taksnih velikosti, da lahko £,.. vedno natan¢no poiscemo. Podobno
velja tudi za povprecno stopnjo vozlis¢, ki jo preprosto izracunamo iz histograma
porazdelitve stopenj vozlisc.

Poglejmo se nekaj tezav, na katere naletimo pri racunanju eksponenta potencne funkcije.
Veliko realnih omrezZij ne sledi potenc¢ni funkciji ¢ez celotno porazdelitev, ampak se ta lahko
pojavi samo v repu porazdelitve, kar lahko povzroc¢i nenatancnost ocenjevalne funkcije. Zato
se priporoca, da se racunanje eksponenta ne izvaja ¢ez celotno porazdelitev, ampak samo na
delu, ki dejansko sledi potencni funkciji. Ugotoviti, kje se ta del nahaja, je spet problem zase.

Prav tako mnogi avtoriji trdijo, da je preprosto racunanje naklona premice z linearno regresijo
na porazdelitvi z logaritemsko skalo premalo natancno, saj obstajajo s tem postopkom vsaj
trije problemi [8§]:

- uporaba tega pristopa lahko vodi do pristranskih rezultatov [20],

- vcéasih se potencna funkcija pojavi samo v repu porazdelitve, ¢esar ta metoda ne

uposteva,

- desna stran porazdelitve utegne vsebovati veliko Suma [29].

Preprosta izboljsava je, ce Sirino zajema podatkov eksponentno povecujemo. To naredimo
tako, da znotraj vsakega obmocja prestejemo Stevilo tock in jih delimo s $irino obmocja. S
tem zmanjsamo sum v repu porazdelitve, vendar zmanjsamo tudi natancnost. Eksponent
potencne funkcije lahko izracunamo tudi na krivulji skupne porazdelitve (cumulative distribution
function - CDF), ki je dolocena s funkcijo
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F(x)=P(X2x)=2 pR)= D, Az~ @4
=X =X
Eksponent @ je v tem primeru enak @ = (y — 7) [8]. S tem se sicer izognemo izgubi

natan¢nosti, vendar pa zaporedne tocke med seboj niso neodvisne, kar lahko povzroci
probleme.

Poleg racunanja naklona z linearno regresijo v logaritemskem prostoru, obstaja Se vrsta
drugih pristopov [10, 20, 29], ki zagotavljajo boljse rezultate, vendar v praksi niso velikokrat
uporabljani. Vecinoma Ze osnovni pristop zagotavlja zadovoljive rezultate, kar je poleg
preprostosti verjetno kljucni razlog, da se ne posega po drugih metodah. Tako je tudi v nasem
primeru, ko se zadovoljimo Ze z rezultati osnovnega pristopa.

2.2.2 Majhen premer

Leta 1969 sta Travers in Milgram [41] izvedla znani poskus, kjer sta udelezencem zadala
nalogo poslati verizno pismo naklju¢no izbranim posameznikom. Kljub temu, da velika
vecina pisem ni nikoli prispela do cilja, jih je vseeno prispelo dovolj, da sta prisla do osupljivih
zakljuckov. Izkazalo se je, da je bila povprecna dolzina poti prispelih pisem samo Sest
korakov, kar je presenetljivo malo glede na velikost populacije, iz katere so bili udelezenci
izbrani. To je bil prvi dokaz tako imenovanega ucinka majhnega sveta, iz katerega se je Sele
pozneje razvil izraz »Sest stopenj separacije« (Six degrees of separation). S premerom skusamo
zajeti tocno to lastnost omrezja.

Vzemimo dve vozli§ci » in ». Najkrajsa razdalja d; med njima je dolZzina najkrajse poti » med
njima, ki smo jo ze predhodno definirali. V splosnem je premer definiran kot povprecna
razdalja med vsemi vozlis¢i v omrezju

i>j
2

1
/:Wzd[/ (25)

Problem s to enacbo se pojavi, ko naletimo na omrezja, sestavljena iz ve¢ komponent.
Razdalja med dvema vozlis¢ema v razlicnih komponentah je po tej enacbi neskoncno in
posledi¢no je tudi premer vedno enak neskoncno, kar nam ne poda prakticno nobene
informacije o omrezju.

Zato premer rajsi racunamo na drugacen nacin. Z Ny(») oznacimo velikost mnozice vozlisc,
dosegljive iz vozlis¢a » z dolzino poti najve¢ . Zacnemo v vozliscu » in pois¢emo Stevilo
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vozlis¢ v njegovi okolici Ny(#). To ponovimo za vsa vozlis¢a v omrezju in sestejemo rezultate,
da dobimo velikost celotne okolice

N, =>'N,(x) (2.6)

Nato narisemo graf / proti N), ki ga imenujemo hop-plot. S pomocjo grafa hop-plot lahko
izracunamo razlicne lastnosti omrezja (slika 2.3).

1e+12 . : : : : : : :
1e+11 | [
|
|

1e+10 : | 1
Premer =6

1e+09 !

1e+08

Stevilo dosegljivih vozlisé N(h)

|
|
|
I
|
1e+07 | :
|

'E 9+06 1 L L L 1 1 L
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Stevilo skokov

Slika 2.3: Primer grafa hop-plot. Vidimo, da se Stevilo dosegljivih vozli§¢ splosci pri 6 skokih,
kar kaZe na to, da je efektivni premer v tem primeru 6. [8]

Za nas je trenutno najbolj pomemben premer. S pomocjo grafa hop-plot lahko preprosto
izracunamo tako imenovani efektivni premer [40]. Efektivni premer je minimalno Stevilo
skokov, pri katerem nek del vseh vozlis¢ lahko doseze drug drugega. Avtorji vecinoma
navajajo, da je uporaben del vseh vozlis¢ pri 90 % [8, 32, 40].

Omenimo $e, da tudi funkcija N(4) = 5" v veliko realnih omreZjih sledi potenénemu zakonu
[32]. Eksponent H imenujemo tudi eksponent hop (hop exponeni) in se ga lahko izracuna na
enak nacin, kot eksponent potencne funkcije, ki smo ga spoznali pri porazdelitvi stopen;.
Eksponent hop nam lahko poda tudi neformalno dimenzionalnost omrezja. Cikel ima
eksponent hop 1, mreza povezav pa 2, kar nam da neko mero o dimenzionalnosti omrezja.
Kljub temu, da ima eksponent hop kar nekaj lepih lastnosti, je po navadi izracunan iz dokaj
omejenega Stevila tock — premeri so po navadi manjsi od 10 — zato je njegova uporaba
relativho omejena [8].

Pri analiziranju testne mnozice realnih omrezij kmalu naletimo na teZzavo, saj je
implementacija opisanega algoritma prepocasna. Iterativno pregledovanje omrezja in
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racunanje funkcije N(4) na zgoraj opisan nacin se izkaze za prepotratno. Funkcijo N(/) zato
rajsi aproksimiramo z metodo ANF [32].

Zamisel algoritma ANF je naslednja. Namesto da velikost okolice IN(») i$¢emo iz vozlisca v v
b korakih, okolico / vozlis¢a v rajsi izracunamo tako, da najprej poisc¢emo tista vozlisca, ki jih
lahko njegovi sosedi dosezejo v A-71 korakih. Definiramo mnozico M(»h), ki vsebuje vsa
vozlis¢a v oddaljenosti 4 korakov od vozlis¢a ». Za¢nemo z M(r,0) = {v}, saj je ocitno edino
vozlisce, ki je dosegljivo z 0 koraki, vozlis¢e samo. V vsakem koraku okolico 4 povecujemo za
1. Ce sta vozlisdi 2 in 2 sosednii, velja naslednje

M(v,,b)=M(v,,b=1)UM(v b -1) @7

S pomocjo te enacbe nato v korakih gradimo mnozico M(»,5) za vsa vozlis¢a omrezja. Ocitno
je, da je velikost mnozice M(»,5) enaka Ze prej definirani funkciji Ny(2).

Za hranjenje mnozice M(»,5) v pomnilniku vsakemu vozlis¢u priredimo svoj bit, 7 pomeni, da
je vozlisce v mnozici, 0 pa, da ga ni. Unjjo med mnozicama v tem primeru predstavlja
preprosta ALl (OR) operacija med mnozicama. Vendar je pomnilniska zahtevnost tega
pristopa zelo velika (O(#?)), saj naenkrat v pomnilniku hranimo mnozice vozlis¢ za vse
oddaljenosti od vseh vozlisc.

Pri hranjenju teh mnozic v pomnilniku zato posezemo po aproksimaciji. Pomagamo si z
algoritmom za verjetnostno prestevanje (probabilistic counting algorithm) [16]. Namesto hranjenja
7 bitov za vsako mnozico vozlis¢ uporabimo mnozico velikosti log(#). Polovica vozlis¢ dobi

bit 0, cetrtina bit 1, osmina bit 2 itd. (vozliscu je prirejen bit 7 z verjetnostjo 1/ 27,
Prisotnost vozlis¢a Se vedno ozna¢imo s postavitvijo njegovega bita na 1, unijo pa z operacijo
ALI (OR). Zacetno mnozico M(»,0) napolnimo nakljuc¢no z eksponentno porazdelitvijo.

Velikost mnozice vozlis¢ se oceni na naslednji na¢in. Ce predpostavimo, da je bitu 1 prirejeno
25 % vozlis¢ ter je bit 1 postavljen na 0 (nismo naleteli na nobeno od teh vozlisc), lahko
predvidevamo, da nismo videli ve¢ kot stirih vozlis¢. Velikost mnozice se lahko tako oceni z
2%, kjer je z b oznacen najnizji bit, ki $e ni postavljen. Vendar kot vidimo, samo enkratna
aproksimacija ni dovolj robustna, zato naredimo k vzporednih aproksimacij in za velikost
mnozice vzamemo njthovo povprecje [32].

Algoritem ANF se s tem ne konca, ampak ponuja nadaljnjo optimizacijo za potrebe vecjih
omrezij, ki jth ne moremo v celoti shraniti v pomnilnik. Omogoca deljenje mnozice M(z,h) na
ve¢ podmnozic, ki jih nato selektivho prenasamo v pomnilnik. Za omrezZja v tej raziskavi to ni
potrebno, saj je Ze opisani algoritem dovolj zmogljiv. Racunanje premera z algoritmom ANF
se tako izkaze za zelo ucinkovito, saj z lahkoto izracunamo velikost okolice IN;. Tudi glede
natancnosti ne zaostaja preveC za cksaktnim izracunom, zato je v nadaljnjih analizah
uporabljen ta pristop.
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2.2.3 Skupnosti

Za skupnosti v splosnem velja, da je mnozica vozlis¢ znotraj skupnosti med seboj povezana s
krajSimi razdaljami, kot z vozlis¢i zunaj skupnosti. Pojav skupnosti je znacilen za mnoga
realna omrezja, $e zlasti pa je izrazit v socialnih omrezjih. Avtorji so odkrili pojav skupnosti
znotraj rase in starosti v omrezju prijateljstev na ameriski Soli (slika 2.4) [28], skupnosti na
podlagi skupnih interesov v e-postnih sporocilih [35] ter skupnosti spletnih strani na
svetovnem spletu [17].

) 2 Svetlopolti
“ '] ® Temnopolti
I X @ Drugi

Slika 2.4: OmreZje prijateljstev na Soli v ZDA, kjer se lepo vidijo skupnosti znotraj omreZja. Vidimo, da se
po vecini med seboj druZijo otroci iste rase. Vodoravna razdelitev se pojavi med otroci osnovne in srednje
Sole. [28, 30]

Skupnosti lahko odkrivamo in raziskujemo na razlicne nacine. Tradicionalen pristop se
imenuje hierarhi¢no razvrscanje (bierarchical clustering). Pri tem pristopu vsakemu paru vozlis¢
v, v v omrezju priredimo neko vrednost 1. To vrednost priredimo vsem parom vozlis¢, ne
samo povezanim, in se razlikuje od utezi povezav med vozlisc¢i. Ta vrednost je lahko razdalja
med vozlis¢i ali Stevilo razlicnih poti med vozlis¢i. Postopek hierarhicnega razvricanja
za¢nemo z mnozico vozlis¢ brez povezav, ki ji postopoma dodajamo nove povezave, najprej
med tistimi vozlis¢i », » z najvisjo vrednostjo 1. V vsakem koraku vsaka povezana
komponenta v omrezju predstavlja skupnost. Postopek lahko kon¢amo po poljubnem Stevilu
korakov, ko dobimo Zeleno stevilo komponent oziroma skupnosti.
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Celoten postopek se lahko prikaze z drevesom oziroma dendrogramom, kjer skupnosti na
posameznem koraku predstavlja vodoravni prerez skozi drevo.

i

Slika 2.5: Primer dendrograma z desetimi vozli§¢i. Vodoravna prekinjena Crta prikazuje prerez skozi drevo,
ki razdeli vozli§¢a v skupnosti. V tem primeru dobimo pet skupnosti. [30]

Vendar pri analiziranju omrezja ta pristop ni najbolj primeren, saj potrebujemo neko
numericno oceno, ki poda oceno o skupnostih v omrezju. Zato si v nadaljevanju ogledamo se
tranzitivnost oziroma koeficient razvrscanja (clustering coefficient), ki v literaturi Se zlasti izstopa
kot mera za gostoto skupnosti.

Koeficient razvr$canja izmeri Stevilo tranzitivnih povezav v omrezju. V veliko realnih
omrezjih se namre¢ izkaze, da ¢e sta med seboj povezani vozlis¢i »; in » ter 2 in 2z, obstaja
velika verjetnost, da sta med seboj povezani tudi vozlisci »; in ze. V socialnih omrezjih se to
kaze tako, da je prijatelj mojega prijatelja z veliko verjetnostjo tudi moj prijatelj.

Lokalni koeficient razvrscanja C; [45] lahko na posameznem vozliscu »; izracunamo tako, da
prestejemo Stevilo sosedov vozlisca 4; ter Stevilo povezav med sosednjimi vozlisci #;

ﬁ;/él. >1
C/ = /éz'

(2.8)

0; sicer

Vecja vrednost koeficienta pomeni vecjo stopnjo tranzitivnosti, kar kaze na omrezje z bolj
gostimi skupnostmi. Koeficient razvrscanja C na celotnem omrezju je enak povprecju
lokalnih koeficientov

i C.
C=)>)—* (2.9)
o N

Se boljsi je naslednji pristop, ki se pogosto uporablia v socioloski literaturi in analizah [30].
Vemo, da tranzitivnost nastopi, ¢e in samo c¢e v omrezju obstajajo trikotniki povezav. To
izkoristimo in koeficient razvrscanja Cizracunamo kot
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3x $tevilo trikotnikov
C=— —, (2.10)
stevilo povezanih trojk

kjer s povezano trojko imenujemo tri vozlisca, kjer je centralno vozlisce povezano z ostalima
dvema vozlis¢ema. S tem prestejemo delez povezanih trojk, ki imajo dopolnjeno tudi tretjo
povezavo in so tako povezane v trikotnik. Faktor 3 je uporabljen zato, ker vsak trikotnik
ustreza trem povezanim trojkam in s tem zagotovimo, da Clezi v obmocju 0 <C <1.

Kot vidimo, tako definirani koeficient razvrscanja C ustreza nasi predhodni definiciji
tranzitivnosti in nam poda verjetnost, da sta dve vozlisci, ki sta sosednji istemu vozlis¢u, tudi
sami povezani med seboj.

2.2.4 Ostale lastnosti

Poleg potencnega zakona, premera in skupnosti so bile v literaturi proucevane tudi Stevilne
druge lastnosti omrezij, ki se pogosto pojavljajo v velikih realnih omrezjih. Prva od njih je
elasticnost (resilience), ki proucuje odpornost omrezja na odpovedi oziroma odstranitev
vozlis¢. Iz ze omenjene raziskave Traversa in Milgrama poleg majhnega premera sledi e en
zanimiv pojav, in sicer navigacija v omrezju. Veliko je bila proucevana tudi vmesna
centralnost vozIis¢ (betweenness centrality). Omenimo naj Se velikost najvecje komponente, ki se
v nekaterth primerih prav tako izkaze za pomembno lastnost. V komunikacijskih omrezjih,
kot je na primer internetno omrezje, velikost najvecje komponente pove, koliksen je del
omrezja, znotraj katerega je mogoca komunikacija [30].

Elasti¢nost omtezja pove, kako odporno je omrezje na odstranjevanje vozlis¢ in/ali povezav
med njimi. Omrezja se za svoje delovanje zanasajo na poti, ki potekajo po povezavah med
vozliséi. Ce se kateri od teh kljuénih elementov odstrani, se poti podaljsujejo, vozliséa pa
utegnejo postati nedostopna in komunikacija ni ve¢ mogoca. Realna omrezja imajo razli¢no
odpornost na odpovedi (elasticnost), vecina jih je odpornih proti nakljucnim odpovedim,
vendar se odpornost mocno zmanjsa, ¢e odstranjujemo izbrana vozlis¢a (na primer vozlis¢a z
najvecjimi stopnjami).

Travers in Milgram sta v svojem poskusu z veriznimi pismi ugotovila, da v socialnih omrezjih
obstajajo kratke poti med posamezniki, ki se zdijo dale¢ narazen. Kar sta ocitno spregledala,
in je Sele pozneje ugotovil Kleinberg [23, 24], je to, da ne samo, da obstajajo kratke poti med
posamezniki, ampak tudi to, da se obicajni ljudje odrezejo dobro pri iskanju le-teh. To je
morda Se bolj presenetljivo kot prvotno odkritje. Ljudje v poskusu niso imeli nobene
informacije o omrezju, ki jih povezuje z njihovim naslovnikom, vendar so vseeno uspeli najti
pot do njih. To nakazuje na posebno zgradbo omreja, ki za naklju¢na omreZja ne velja. Ce bi
bili sposobni zgraditi informacijska omrezja z isto stopnjo navigacije, kot velja za socialna
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omrezja, bi lahko zgradili veliko u¢inkovitejse podatkovne baze in povezave med racunalniki
v internetnem omrezju [1, 2, 44].

V literaturi se pogosto pojavlja tudi vmesna centralnost vozUis¢ (betweenness centrality) [18].
Vmesna centralnost vozlis¢a pove, koliko najkrajsih poti poteka cez vozlisce. S tem mislimo
na najkrajse poti, ki potekajo med vsemi vozlis¢i v omrezju, enako kot pri racunanju premera.
Vmesna centralnost tako poda neko »pomembnost« vozlis¢a, podobno kot njegova stopnja.
Pomembna je tudi pri opazovanju elasticnosti omrezja, saj pove koliko poti se bo podaljsalo,
¢e izbrano vozlisce odstranimo. Ko analiziramo elasticnost omrezja, pri odstranjevanju
vozIlis¢ pogosto odstranjujemo vozlis¢a glede na njihovo vmesno centralnost. Prav vozlisca z
najvecjo vmesno centralnostjo povzrocijo najvecjo skodo omrezju, ¢e se jih odstrani.



17

3 Modeli naklju¢nih omreZij

Pri izvajanju testiranj in raziskovanj smo pogosto omejeni z velikostjo razpolozljive mnozice
podatkov, zaradi cesar lahko po navadi sestavimo zgolj omrezja omejenih velikosti, ali pa
realnega omrezja za na$ problem sploh ne moremo sestaviti. Zato si pogosto pomagamo z
generiranjem naklju¢nih omrezij, s c¢imer lahko v splosnem sestavimo omrezja poljubnih
velikosti. Vendar morajo lastnosti nakljuéno generiranih omrezij, ki smo jih spoznali v
prejsnjem razdelku, ustrezati lastnostim realnih omrezij, sicer bi bilo omrezje za nas
neuporabno. Modeli naklju¢nih omrezij nam prav tako podajo sliko, kako se realna omrezja
razvijajo in kateri procesi v omrezju privedejo do dolocenih vzorcev.

Modele naklju¢nih omrezij lahko v grobem razdelimo v pet skupin [8]:

- Naklju¢ni modeli omreZij? (Randon graph models)
Omrezja se generira z nakljucnim procesom. Ti modeli so zanimivi predvsem zaradi
lepih matematic¢nih lastnosti. Kljub temu, da ne modelirajo najbolje realnega sveta, se
jih je v preteklosti podrobno preucevalo.

- Modeli po nacelu prednostne povezanosti (Preferential attachment nodels)
Ti modeli temeljijo na nacelu »bogati bogatijo« (the rich get richer) in s tem pripeljejo do
potencnih zakonov v omrezju. V to skupino spada danes nekaj najzanimivejsih
modelov.

- Geografski modeli (Geographical models)
Pri teh modelih se pri generiranju omrezja uposteva tudi geografska lokacija vozlisc.
To je Se zlasti pomembno pri generiranju komunikacijskih omrezij. Vpliv geografske
lokacije se opazi tudi pri socialnih omrezjih.

2 Poimenovanje nakljuéni modeli omrezij ni najbolj posreceno, saj se zlahka zamenja z bolj splosnim izrazom
modelov naklju¢nih omrezij. Kljub temu se v literaturi najbolj pogosto uporablja prav ta izraz.
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- Optimizacijski modeli (Optimization-based models)
Optimizacijski modeli skusajo optimizirati neko mero modela z uporabo ¢im
manjsega Stevila sredstev, kar naj bi prav tako privedlo do potencnih zakonov.

- Modeli, prilagojeni posebnostim interneta (Internet-specific models)
Ti modeli so prilagojeni posebnim lastnostim internetnega omrezja.

V raziskavi Zelimo uporabiti ¢im bolj splosne modele, ki so uporabni v ¢im veéjem Stevilu
primerov, zato si v nadaljevanju ogledamo glavne predstavnike prvih treh skupin. Te modele
skusamo nato razsiriti z uporabo novega modela R-MAT, ki je opisan v razdelku 3.4.

3.1 Naklju¢ni modeli omreZij

Najpreprostejsi predstavnik naklju¢nih modelov omrezij — in verjetno tudi vseh modelov
naklju¢nih omrezij nasploh — je Poissonov model omrezij. Model sta odkrila Solomonoff in
Rapoport [38] in neodvisno Erdos in Rényi [15].

Definicija modela je preprosta. Vzamemo 7 vozlis¢ in povezemo vsak par vozlis¢ neodvisno
med seboj z verjetnostjo p, ter dobimo model omrezja N, Porazdelitev stopenj vozlis¢ je
binomska ozitoma Poissonova v limiti, ko 7 — oo

£,z

zé’
VA

p(R) = @D

kjer je g povprecna stopnja vozlis¢ omrezja, g = (n-7)p. Od tu tudi ime Poissonov model
omrezij.

Najpomembnejsi lastnosti Poissonovega modela sta velikost najvecje komponente in obstoj
tocke prehoda faze (phase transition). Pri majhnih vrednostih p dobimo omrezje z nizko
gostoto povezav, kjer imamo veliko majhnih komponent. Velikosti komponent so
porazdeljene eksponentno. S povecevanjem parametra p se izoblikuje ena velika komponenta,
ki vsebuje vecino vseh vozlis¢ omrezja (reda velikosti O(n)). Velikosti preostalih, manjsih
komponent so spet porazdeljene eksponentno. Tocka prehoda faze, kjer se iz veliko majhnih
komponent izoblikuje ena velika komponenta, se zgodi ptip = 7/# [§].

Premer omrezja Poissonovega modela je priblizno enak log(#)/log(z) [30]. To pomeni, da ima
Poissonov model majhen premer, kot smo ga definirali v prejsnjem razdelku, in sledi tako
imenovanemu ucinku majhnega sveta. Slabse se odreze pri ostalih lastnostih. Za porazdelitev
stopenj smo ze ugotovili, da je Poissonova in tako ne uposteva potencnega zakona, ki je
znacilno za realna omrezZja.
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Slika 3.1: Primer omreZja generiranega s Poissonovim modelom. [39]

Slabo se odreze tudi pri izoblikovanju skupnosti. Verjetnost, da bosta dve vozlis¢i povezani
med seboj, je vedno enaka p, ne glede na to, ali imata skupnega soseda ali ne. Posledi¢no je
koeficient razvrscanja C enak p,

== (3-2)

kjer je g povprecna stopnja vozlisc. Iz tega ocitno sledi, da je koeficient razvrSéanja C v limiti
n — oo enak 0 [45].

Kljub tem pomanjkljivostim, ki so razlog, da se danes Poissonov model za generiranje realnih
omrezij ne uporablja prav pogosto, je bil za razvoj drugih modelov naklju¢nih omrezZij zelo
pomemben. Obstoj tocke prehoda faze in ene velike komponente ter majhnega premera so
lastnosti, ki so prisotne v vseh poznejsth modelih naklju¢nih omrezij. Vse to se je prvic
odkrilo prav na omrezjih generiranih s Poissonovim modelom.

3.2 Modeli po nacelu prednostne povezanosti

Sredi petdesetih let prej$njega stoletja je Simon [37] ugotovil, da potenc¢ni zakoni nastanejo z
uporabo izreka »bogati bogatijo« (the rich get richer). Price je ob raziskovanju omrezja citatov
med znanstvenimi clanki [34] ugotovil, da porazdelitev tako vhodnih kot tudi izhodnih
stopenj vozlis¢ sledi potencnemu zakonu. Na podlagi teh idej je predstavil se danes veljavno
razlago za nastanek potencnih zakonov v porazdelitvi stopenj vozlis¢ [33]. Ogledamo si jo v
nadaljevanju.
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Omrezje gradimo postopoma, z dodajanjem vozlis¢ v vsakem koraku, pri ¢emer naj bodo
povezave usmerjene. V vsakem koraku dodamo vozlis¢e s fiksno izhodno stopnjo, kar
ponazarja Stevilo citatov, ki jih ¢lanek citira. Izhodna stopnja se med vozlisci lahko razlikuje,
dokler ostaja povprecna stopnja enaka z. Vsaka izhodna povezava vozlis¢a se povezuje na
neko obstojece vozlis¢e z verjetnostjo sorazmerno vhodni stopnji obstojecega vozlisca. Tukaj
naletimo na tezavo, saj imajo na zacetku vsa vozlisca vhodno stopnjo enako nic. Price se je
temu izognil tako, da je vhodni stopnji dodal neko konstanto 4g:

I(0) + 4,
Z(I(z‘) + k)

p(povezava do obstojecega vozlisca) = (3.3)

kjer smo z I(») oznacili trenutno vhodno stopnjo vozlisca ».

Podoben model, ki je postavil podlago za veliko poznejsega dela, sta predlagala Barabasi in
Albert (v nadaljevanju model BA) [3, 4]. Njun model odpravi kar nekaj pomanjkljivosti
Priceovega modela. Model BA ne locuje vhodne in izhodne stopnje vozlisca ter zato gradi
samo omrezja z neusmetjenimi povezavami, kar je sicer manjsa pomanjkljivost, ce
potrebujemo usmerjeno omrezje. Vendar se tako izogne zacetnemu problemu Priceovega
modela z vhodnimi stopnjami.

Zacnemo z manjsim zacetnim naborom (nepovezanih) vozlis¢ 7. V vsakem koraku dodamo
novo vozlisée, ki ga povezemo z m obstojecimi vozlis¢i v omrezju (7 je v tem primeru
fiksen). Obstojeca vozlisca se izbirajo sorazmerno glede na njihovo stopnjo:

0
2 k()

kjer smo s £(») oznacili stopnjo vozlisca ». Visja kot je stopnja vozlisca, vecja je verjetnost, da
se bo novo vozlisce povezalo z njim (slika 3.2), kar je v skladu z izrekom »bogati bogatijo«.

p(povezava do obstojecega vozlisca) = (34

Novo vozlis¢e

Slika 3.2: Vozlis¢a z vi§jo stopnjo imajo vecjo verjetnost, da dobijo novo povezavo. [8]

Porazdelitev stopenj v modelu BA sledi potenénemu zakonu, in sicer je Dorogovtsev et al.
[14] pokazal, da
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OB (3.5)

za velike vrednosti A Kar pomeni, da ima BA model porazdelitev stopenj, ki v repu
porazdelitve (velike vrednosti £) sledi poten¢nemu zakonu z eksponentom 3, neodvisno od
vrednosti 7. Vrednost eksponenta se zdi ustrezna, saj je blizu vrednosti 3.04, ki jo je, kot smo
ze omenili, za omrezZje citiranj izracunal Price [33].

Az
I,

Slika 3.3: Primer omreZja generiranega z modelom BA. [39]

Tudi premer omrezja generiranega z BA modelom se izkaze za majhnega. In sicer naj bi se
premer poveceval pocasneje kot log(n) za m=1 ter pocasneje kot log(n)/loglog(n) za m =2
[6]. Tudi ta model sledi tako imenovanemu uc¢inku majhnega sveta, saj je njegov premer v
splosnem veliko manjsi kot Stevilo vozlisc.

Zanimiva je tudi korelacija vozlis¢, saj je opaziti [25], da imajo starejsa vozlisca visjo
povprecno stopnjo. Druga korelacija je v stopnji sosednjih vozlis¢, kar pomeni, da imajo
vozlis¢a s podobnimi stopnjami vecjo verjetnost, da bodo povezana med seboj. Vendar ta
verjetnost asimptoti¢no pada proti 0, ko gre 7 — .

Vendar ima model BA tudi nekaj pomanjkljivosti. Model glede na testiranja ne generira
nobene skupnosti med vozlisci. Eksponent potencne funkcije v porazdelitvi stopenj je fiksen,
vecina realnih omrezij pa ima ta eksponent razlicen. Prav tako je velika pomanjkljivost, da
imajo vsa generirana omrezja samo eno veliko povezano komponento, medtem ko so realna
omrezja po navadi sestavljena iz ene velike in ve¢ manjsih komponent. Premer omrezja se s
povecevanjem Stevila vozlis¢ # povecuje, kljub temu da se pri veliko realnih primerih ta
vrednost z ve¢anjem omrezja zmanjsuje.
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Tem pomanjkljivostim navkljub je model BA danes izredno priljubljen, saj na izredno
preprost nacin generira zelo dobra naklju¢na omrezja. Pravzaprav vecina novejsih modelov
naklju¢nih omreZij temelji na zakljuckih modela BA.

3.3 Geografski modeli

Noben od modelov, ki smo jih spoznali do sedaj, ni pri generiranju omrezja uposteval
geografske lokacije vozlis¢. Verjame se, da polozaj vozlis¢ v prostoru vpliva na strukturo
omrezja. V socialnih omrezjih ima osebek za prijatelje po navadi osebe, ki jih pogosto srecuje,
kar pomeni, da zivijo blizu skupaj, na primer v istem kraju ali mestu. To znacilnost omrezij
skusamo modelirati z geografskimi modeli.

Najbolj znacilen predstavnik te skupine je model majhnega sveta (The small-world model) [43,
45], ki temelji na dveh lastnostih realnih omrezij. Prvo lastnost, da imajo realna omrezja po
navadi majhne premere, smo ze omenili. Drugo pa je leta 1973 odkril Granovetter [21], in
sicer, da imajo omrezja kljub majhnemu premeru velik koeficient razvrscanja. Razlog za to
vidi v tem, da v omrezju obstajajo zaprte skupine (klike), ki imajo sibke povezave z drugimi
skupinami. Povezave v skupinah so razlog za velik koeficient razvr§¢anja, povezave med
razlicnimi skupinami pa poskrbijo za majhen premer. Kot primer je navedel rezultate analize,
kako posamezniki iscejo zaposlitev. V nasprotju s pricakovanji, da bo vecina iskalcev
zaposlitve le-to nasla po dolgi poti, se je izkazalo da jo je vecina nasla po zelo kratki poti,
dolzini samo ena ali dva skoka. Intervjuvanci so tudi dejali, da jim za zaposlitev ni povedal
prijatelj, ampak znanec, kar kaze na sibko povezavo med osebkoma in se sklada s teoreticno
definicijo.

Model majhnega sveta deluje po principu, da zachemo gradnjo omrezja z mrezo, v kateri nato
premikamo ali dodajamo povezave, da ustvarimo tako imenovane bliznjice med skupinami.
Najpogosteje se uporablja mreza na kroznici, kjer je vsako od # vozlis¢ na kroznici povezano
s s najblizjimi vozlisci, da dobimo

0. = — (3.6)

povezav, kot to prikazuje slika 3.4a. Da se ustvari tako imenovani uc¢inek majhnega sveta, se
nato vsaki povezavi iz omrezja z neko verjetnostjo p zamenja eno od vozlis¢ ter s tem ustvari

bliznjico skozi omrezje (slika 3.4b).
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Small-world Nakljuéni

Povecevanje parametra p

(2) (b) ©

Slika 3.4: Slika prikazuje, kako se spreminja oblika omreZja s poveCevanjem parametra p. [45]

S parametrom p lahko nadziramo obliko omrezja. Pri p=0 (slika 3.4a) imamo navadno mrezo
z visokim koeficientom razvrscéanja C = (3&—3) /(44— 2), vendar pa ostane premer omrezja
zelo visok, /= n/2s [45]. Pri p=1 se vsaka povezava preveze na drugo vozlisce in dobimo
omrezje podobno naklju¢nemu modelu (slika 3.4c). Koeficient razvrscanja je v tem primeru
zelo nizek C~s/n, prav tako premer /=log(n)/log(s) [45]. Vendar pa med tema

ekstremoma obstaja obmocje za p, kjer ima omrezje majhen premer ob visokem koeficientu
razvr§canja [8, 30, 45].

—— povpretna razdalja med vozlisci ™.
--— koeficient razvri¢anja

max

. 0z. C/C

ma:

I/

|
0.001

ol PR e Y PR
0.01 0.1 1

verjetnost prevezave p

Slika 3.5: Prikaz obmocja p, kjer ima omreZje majhen premer in visok koeficient razvr§Canja. [30]

Model majhnega sveta je tako zelo uspesen pri zdruzevanju dveh pomembnih lastnosti
realnih omreZij, in sicer majhnega premera in velikega koeficienta razvrscanja. Kljub temu pa
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mu ne uspe ustvariti porazdelitve stopenj, kot jo poznamo iz realnih omrezij. Vsa vozlisca
imajo na zacetku stopnjo 4, ki se spremeni samo v primeru prevezave povezav. Porazdelitev
je podobna porazdelitvi stopenj nakljucnega modela in ima vrh v 4, ki nato pada
eksponentno.

Zeleli bi si razsiritev modela, ki bi poleg majhnega premera in velikega koeficienta razvricanja
upostevala tudi potencno porazdelitev stopenj. S tak§nim modelom bi nato lahko generirali
naklju¢na omrezja zelo podobna realnim. Vendar zaenkrat postopka, s katerim bi nam to v
celoti uspelo, e ne poznamo.

3.4 Model R-MAT

Vidimo, da se do sedaj opisani modeli osredotocajo na eno od lastnosti omrezij, ki jo
modelirajo dobro, medtem ko obenem zapostavijo ostale lastnosti omrezij. Model BA
generira omrezja s potencno porazdelitvijo stopenj, ne uspe pa mu ustvariti nobenih
skupnosti vozlisc. Po drugi strani model majhnega sveta ustvari omrezje z zelo velikim
koeficientom razvrs¢anja (kar kaze na skupnosti), vendar so stopnje vozlis¢ porazdeljene
eksponentno, kar ni v skladu z realnimi omrezji.

Zeleli bi si model nakljuénih omrezij, ki bi poleg potenéne porazdelitve stopenj generiral tudi
skupnosti znotraj omrezja. Obetajo¢ se zdi model R-MAT (Recursive MATrix) [9], ki skusa po
trditvah avtorjev zajeti obe lastnosti in v omrezju ustvariti tako potenc¢no porazdelitev stopenj
kot tudi skupnosti.

Do Vozliséa—
Od 'pa'-ph.
_____ -
ipeipal P
Pa |
pe | pd
Vozlisda pe pd

Slika 3.6: Model R-MAT: Rekurzivno delimo matriko sosednosti na $tiri bloke [9].

Model R-MAT generira usmerjena omrezja z 2" vozlisci in ¢ povezavami. Za¢nemo s prazno
matriko sosednosti, ki jo razdelimo na stiri bloke enakih velikosti. Z nekimi verjetnostmi p,-ps-
DPepas Kjer velja patpitptpi=1, izberemo enega od blokov, kot kaze slika 3.6. Ta blok nato
rekurzivno delimo naprej, dokler nam znotraj bloka ne ostane samo en element, ki predstavlja
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eno povezavo. Vozlis¢i, ki sovpadata s tem elementom, povezemo s povezavo in to
oznacimo v matriki sosednosti. To nato ponovimo ¢-£rat, da dobimo v omrezju ¢ povezav.

Za neusmerjeno omrezje velja, da mora biti matrika sosednosti simetricna. To dosezemo
tako, da generiramo usmerjeno omrezje, kjer je pr=p, da dobimo na vsaki strani diagonale
priblizno polovico povezav. Nato zgornjo polovico matrike nad diagonalo zavrzemo in
ceznjo skopiramo spodnjo polovico matrike. Tako dobimo simetricno matriko in
neusmerjeno omrezje.

Avtorji modela navajajo, da porazdelitev stopen;j sledi potenénemu zakonu, prav tako pa je
mogoce s spremembo parametrov p.-pi,-p~ps doseci drugacno porazdelitev za omrezja, katerih
stopnje niso porazdeljene po potenénem zakonu. Poleg tega naj bi ta pristop generiral tudi
skupnosti. Bloka z verjetnostmi p, in ps namrec¢ predstavljata dve loceni skupnosti znotraj
omrezja, bloka p; in p. pa predstavljata povezave med temi skupnostmi. Rekurzivna gradnja
omrezja hkrati pomeni, da bomo generirali tudi skupnosti znotraj skupnosti.
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4 Strojno ucenje 1z nakljuCnih
omreZij

V prejsnjih dveh razdelkih smo podrobneje predstavili teoreticno ozadje omrezij in modelov
nakljucnih omrezij. Le-to uporabimo v nadaljevanju, kjer si pogledamo, kako si pri
generiranju naklju¢nih omrezij pomagamo z metodami strojnega ucenja.

Generiranje nakljucnih omrezij, ki bi do podrobnosti posnemala realna omrezja, je tezak
zalogaj. V literaturi obstaja mnogo razlicnih modelov naklju¢nih omrezij, ki pa so povecini
ozko usmerjeni in dobro generirajo samo specificna omrezja. Splosnih modelov, ki bi bila
uspesna pri vrsti razlicnih omrezij, pravzaprav ni.

Prav zaradi obstoja ogromne mnozice razlicnih modelov, je v praksi tezko izbrati enega, ki bo
v danem primeru najbolj ustrezen. V razdelku 4.2 zato predstavimo pristop, ki ga
poimenujemo M-generator (Meta generator), s pomocjo katerega olajsamo izbiro
najprimernejSega modela in pa samo generiranje naklju¢nih omrezij. Pred tem si v razdelku
4.1 ogledamo $e omejitve in tezave na katere naletimo pri strojnem ucenju nad omrezji.

4.1 Omejitve pri strojnem ucenju nad omreZji

Znanje o omrezjih je danes relativho omejeno, s tem pa je omejeno tudi njihovo proucevanje.
Strukturo in lastnosti realnih omrezij sicer poznamo, ne vemo pa, kako tak§na omrezja
nastanejo. Pri tem nas zanima predvsem, kateri dejavniki vplivajo oziroma so pomembni pri
nastanku omrezij. Prav tako je tudi primerjanje samih omrezij med seboj Se neresen problem.
Natancneje, ne poznamo nobene mere, s katero bi lahko enoli¢no oznacili omrezja in jih tako
primerjali med seboj.
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Ker so velika omrezja kot celota neobvladljiva, jih navadno preslikamo v n-dimenzionalni
vektor (slika 4.1). Z vektorjem omrezja skusamo zajeti vse oziroma ¢im ve¢ pomembnih
lastnosti omrezja. Kljuénega pomena je tako izbira ustreznih (numericnih) parametrov, ki
opisujejo omrezje. V predlaganem pristopu za parametre izberemo lastnosti omrezij, ki smo
jih opisali v razdelku 2.2.

[[TTT7] Gy [T [][]]

Slika 4.1: Preslikava omreZja v vektor.

Pri primerjanju dveh omrezij se tako po navadi zatekamo zgolj k primerjanju njihovih
lastnosti (izbranih parametrov). Sicer pa poznamo se druge metode primerjanja omrezij, kot
SO edit distance in najvecje skupno podomrezje (maximum common subgraph) |7, 46]. Vendar pa so
taksni pristopi za nas problem casovno prepotratni, saj so v vecini namenjeni omrezjem
manijsih velikosti.

Zanimiva se zdijo tudi tako imenovana jedra omrezij (graph kernels), ki so delezna vse vecjega
zanimanja. Z jedri navadno primerjamo strukturne lastnosti (ali strukturo) dveh omrezij.
Obetajoca so predvsem jedra, ki temeljijo na naklju¢nih sprehodih ¢ez omrezje in najkrajsih
poteh skozi omrezje [18, 22]. Vendar se tudi tu izkaze primerjanje taksnih poti
prekompleksno za velika omrezja. Za primerjanje teh se predlagajo ucinkovitejsi pristopi, kot
je prestevanje manjsih skupnih podomrezij dveh omrezij [7, 36]. S pomocjo jeder bi lahko
primerjali realna in naklju¢no generirana omrezja ter tako oznacili zacetno u¢no mnozico
omrezij.

Vendar pa se pri predlaganem pristopu za tezavno izkaze tudi pomanjkanje zacetnega nabora
podatkov. Ker zelimo z M-generatorjem omogociti generiranje ¢im bolj raznolikih omrezij, bi
potrebovali tudi raznoliko zacetno mnozico omrezij iz katere bi zgradili potreben klasifikator.
Slednje pa je v splosnem prakticno nemogoce doseci. Obstaja namrec¢ prevec razlicnih vrst
omrezij, ki jih je tezko odkriti. Prav tako se vedno znova in znova odkrivajo nova omrezja, ki
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jih s taksnim pristopom ne bi pokrili. Problematicno pa bi bilo seveda tudi zbiranje podatkov
za tako veliko Stevilo omrezij.

4.2 Model M-generator

Zaradi omenjenih tezav se generiranja omrezij lotimo na nekoliko drugacen nacin. Namesto,
da bi Kklasifikator ucili na podatkih realnih omrezij, ga ucimo na lastnostih naklju¢no
generiranih omrezij. Predpostavimo, da s tem zajamemo lastnosti omrezij, ki so znacilne za
posamezne modele naklju¢nih omrezij in tako pravilno klasificiramo omrezja, ki jih Zelimo
generirati. V nasem pristopu prav tako predpostavimo, da je najprimernejsi model za
generiranje nakljucnih omrezij tisti, ki generira omrezja najbolj podobna realnemu omrezju v
danem primeru.

Maodel

nakljucnih

omrezt

Genetiranje

Sum

N Ucenje
Testitanje Testitanje

Klasifikator

Slika 4.2: Prikaz gradnje in testiranja klasifikatorja modela M-generator.

Pri generiranju omrezij z M-generatorjem v prvi fazi izberemo modele naklju¢nih omrezij.
Izbira modelov mocno vpliva na kon¢na omrezja, ki jih generiramo z M-generatorjem,
vendar pa le-ta na tem mestu ponuja (klju¢no) prednost pred ostalimi pristopi. Pri izbiri
modelov naklju¢nih omrezij namre¢ ni potrebno biti selektiven. Zagotoviti moramo zgolj, da
v mnozico razpolozljivih modelov vklju¢imo ¢im ve¢ potencialno primernih.
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Z izbranimi modeli nato generiramo razlicna naklju¢na omrezja. Generiramo ¢im vecjo
mnozico razlicnih omrezij in s tem zagotovimo reprezentativnost vzorca. Pri tem modelu
naklju¢nih omrezij podamo zgolj omejene informacije o lastnostth omrezja, ki ga Zelimo
generirati. Natancneje, velikost omrezja (Stevilo vozlis¢) in gostoto omrezja (povprecno
stopnjo vozlis¢a). Dodatnih parametrov modelom ne nastavljamo, saj bi sicer naleteli na
tezavo pri konstruiranju klasifikatorja — omrezij generiranih z istim modelom, a razli¢nimi
parametri, pri klasifikaciji ne bi razlikovali. Ker pa nastavitev parametrov v nekaterih primerih
vseeno potrebujemo, predlagamo, da se pri teh vsako vrednost parametra obravnava kot
samostojen model.

Kot smo omenili Ze v prejsnjem razdelku, so velika omreZja za nas neobvladljiva v celoti,
omrezja zato predstavimo zgolj z njihovimi lastnostmi. S tem gotovo izgubimo doloceno
kolicino informacije o omrezju, stremimo pa k temu, da bi bila ta izguba ¢im manjsa. V
modelu M-generator uporabimo lastnosti predstavljene v razdelku 2.2.

Omrezja generirana z izbranimi modeli sedaj analiziramo in pois¢emo izbrane lastnosti
(preslikamo v vektor). Tako dobimo lepo strukturirane podatke (atributni zapis), nad katerimi
lahko uporabimo eno od standardnih metod strojnega ucenja. Za razred vsakega omrezja
izberemo model, s katerim je bil generiran in na ta nacin dobimo oznaceno u¢no mnozico
omrezij.

Omenimo, da analiza omrezja ne sme biti ¢asovno potratna, saj zelimo z M-generatorjem
analizirati veliko Stevilo nakljucnih omrezij. V nasprotnem primeru bi nam pocasna analiza
onemogocila generiranje (analizo) velikega vzorca omrezij in s tem zmanjSala njegovo
reprezentativnost.

V naslednji fazi gradnje M-generatorja izberemo ustrezen klasifikator. Izkaze se, da zaradi
specificnosti omrezij posameznega generatorja vecina klasifikatorjev naklju¢na omrezja lepo
razlo¢i med seboj. Pri testiranju in izbiri klasifikatorjev zato podatkom dodamo sum in tako
bolj temeljito pretestiramo njihovo delovanje.

Poleg ucne mnozice omrezij tako generiramo Se novo, testno mnozico omrezij, ki jim pred
analizo dodamo $um. Tu se tako pojavi vprasanje na kaksen nac¢in naj dodamo $um. Ce v
splosnem ne znamo generirati realnih omrezij, bo podobno verjetno tudi pri dodajanju suma.
Izkaze se, da je dodajanje Suma v omrezje podobno kompleksen problem kot samo
generiranje omrezja. Zato se odlo¢imo, da Sum dodamo na naslednji nacin.

Najprej v omrezju naklju¢no izberemo nek delez povezav. Tem povezavam nato odstranimo
obe kon¢ni vozlis¢i (da povezava visi v zraku) in jih prevezemo na neka druga, nakljucno
izbrana vozlis¢a. S tem sicer dodamo $um v omrezje, vendar le-ta ne posnema realnih
lastnosti omrezij. Dodani sum se namrec¢ obnasa podobno kot naklju¢ni model omrezij. Kar
pomeni, da z dodajanjem Suma zmanjsujemo skupnosti v omrezju, porazdelitev stopen;
oddaljujemo od potencne porazdelitve ipd. Ko prevezemo vse povezave v omrezju (100-
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odstotni sum), dobimo iz kateregakoli zacetnega omrezja konc¢no omrezje, ki je podobno
omrezjem generiranim z naklju¢nim modelom omrezja.

S tako »zasumljenimi« omrezji sicer ni ni¢ narobe, vendar pa vseeno klasifikatorje vzporedno
testiramo Se na podatkih, ki jim dodamo Sum na drugacen nacin. Najprej analiziramo
osnovna omrezja (brez Suma), Sum pa dodamo Sele vektorjem, ki predstavljajo lastnosti
omrezja (Gaussova porazdelitev).

Klasifikatorje sedaj testiramo in primerjamo nad obema testnima mnozicama. V nasem
pristopu smo za M-generator primerjali ve¢ razlicnih klasifikatorjev na razlicnih mnozicah
atributov. Rezultate podajamo v razdelku 5.2. Na podlagi testiranj na koncu izberemo najbol;
ustrezen klasifikator, ki ga uporabimo v modelu.

S tem smo zakljucili gradnjo modela M-generator. Slika 4.3 prikazuje avtomatsko klasifikacijo
novih omrezij in generiranje naklju¢nih omrezij.

Lastnosd
omrezja .
ERSREEEE S
ekspert

o lastfilaror

Izbira modela

Slika 4.3: Prikaz generiranja omreZja z modelom M-generator.

Kadar imamo pri generiranju omrezja z M-generatorjem na voljo realno omrezje, le-to najprej
analiziramo. Analiza poteka na enak nacin kot pri analizi naklju¢nih omrezij. Na koncu
analize dobimo vektor z lastnostmi, ki opisujejo realno omrezje. Na podlagi teh lastnosti nato
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klasifikator izbere najbolj primeren model naklju¢nih omrezij, M-generator pa ga uporabi za
samodejno generiranje novega naklju¢nega omrezja.

V primeru, da neko realno omrezje ni na voljo, lahko vektor z lastnostmi nastavimo tudi
ro¢no. Seveda pa tu potrebujemo pomoc¢ domenskega eksperta, ki ustrezno nastavi parametre
omrezja.
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5 Eksperimentalni rezultati in
diskusija

V pricujocem razdelku predstavimo eksperimentalne rezultate, dobljene z modelom M-
generator. Pri tem pa najprej uporabimo zgolj osnovne tri modele naklju¢nih omrezij, saj se
zdi, da le-ti najbolje predstavijo glavne skupine naklju¢nih omrezij (razdelek 3). Tako v
razdelku 5.1 sprva analiziramo naklju¢na omrezja, ki jih generiramo z osnovnimi tremi modeli
naklju¢nih omrezij. V naslednjem razdelku nato predstavimo analizo klasifikatorjev, ki jih
uporabimo pri izbiri modela naklju¢nega omrezja. V razdelku 5.3 pa predstavimo Se rezultate
testiranja M-generatorja.

Na koncu v razdelku 5.4 analiziramo tudi model R-MAT. Z njim skusamo razdiriti in
izboljsati delovanje M-generatorja ter analizirati delovanje klasifikatorja M-generatorja.

5.1 Analiza modelov naklju¢nih omreZij

Za zacetek si izberemo tri osnovne modele naklju¢nih omrezij - Poissonov model, model BA
in model majhnega sveta (razdelek 3). Z vsakim modelom generiramo vec¢ nakljucnih omreZij
velikosti od 100 do 1200 vozlis¢ z gostotami od 2 do 8 povezav na vozlisce. Razlicnih
parametrov modelom ne nastavljamo, ampak uporabimo tiste, ki se eksperimentalno izkazejo
za optimalne. S temi nakljucnimi omrezji pokrijemo prostor realnih omrezij, ki jih imamo na
razpolago za testiranje (opiSemo jih v razdelku 5.3).

Dobljena naklju¢na omrezja najprej analiziramo. Izkaze se, da omrezja sledijo teoreticnim
zakonitostim modelov nakljuénih omrezZij (razdelek 3). Tako imajo vsa omrezja generirana s
Poissonovim modelom majhen premer, a tudi majhen koeficient razvrs¢anja, porazdelitev
stopenj pa ne kaze potencne porazdelitve. Omrezja, generirana z modelom BA, ocitno sledijo
potencni porazdelitvi, imajo izrazito veliko najvecjo stopnjo vozlis¢a, vendar pa imajo Se
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vedno majhen koeficient razvrScanja. Najvedji koeficient razvr$canja kazejo omrezja
generirana z modelom majhnega sveta, ki se ze samo po tej lastnosti lepo lo¢i od ostalih dveh
modelov. Slika 5.1 prikazuje projekcijo omrezij glede na omenjene lastnosti. Koeficient

razvric¢anja kaze na skupnosti v omreZju, najvecja stopnja vozliS¢ pa na potencno
porazdelitev stopen;.

150

Najvedja stopnja vozlis¢

100 =

50

0 0,1 02 0.3 0.4 05 06
Koeficient razvri¢anja
e Model BA ® Poissonov model © Model majhnega sveta

Slika 5.1: Porazdelitev omreZij generiranih z modeli naklju¢nih omreZij na grafu.

Ce sedaj naklju¢no generirana omreZja primetjamo $e z realnimi omrezji, vidimo (slika 5.2),
da veliko realnih omrezij stoji na obmocju velikih najvecjih stopen;j in visokih koeficientov
razvrscanja. Kot smo ze predhodno spoznali, je to prav obmocje, ki ga zelimo pokriti z

modeli naklju¢nih omrezij, vendar to v celoti ne uspe e nobenemu od modelov naklju¢nih
omrezij.
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Slika 5.2: Poleg naklju¢nih omreZij sedaj na grafu prikaZemo Se obmodje realnih omreZij? (rjave barve).

Odkrili pa smo Se vec. Izkaze se, da lahko z uporabo vec¢ lastnosti omrezja le-ta lepo
razdelimo v disjunktne mnozice. 1z slike 5.3 vidimo, da se z uporabo najvecje stopnje vozlisc,
koeficienta razvr§canja, premera, eksponenta potencne funkcije in eksponenta hop vsi trije
modeli lepo loc¢ijo med seboj. To spoznanje izkoristimo tudi pri gradnji klasifikatorja. Na sliki
(desno spodaj) opazimo praznino, ki kaze na manko modelov naklju¢nih omrezij z visokim
koeficientom razvricanja in veliko najvecjo stopnjo vozlisc.

Model BA e
Eksponent hop Poissonov model »

Model majhnega sveta«

Eksponent potencne

Najrecja stopnja

Koeficient razvrscanja

Slika 5.3: Prikaz porazdelitve naklju¢nih omreZij na grafu s petimi osmi. Slika je bila generirana z orodjem
VizRank iz paketa Orange [13].

3 Zaradi pomanjkanja realnih omrezij smo za bolj$o predstavo na sliko dodali dodatne tocke, ki predstavljajo le-ta,
vendar pa ne temeljijo na analizi realnih omreZij.
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5.2 Analiza klasifikatorjev

Zaradi uporabe obicajnih klasifikatorjev strojnega ucenja, ki zahtevajo podatke v atributnem
zapisu, podatke pretvorimo v ustrezno obliko. Uporabimo naslednje atribute: Stevilo vozlisc,
stevilo povezav, eksponent potencne funkcije (a ), napaka potencne funkcije (R?), najvecja
stopnja vozIlis¢, povprecna stopnja vozlis¢, premer, eksponent hop in koeficient razvr§canja.
Mnozico atributov med testiranjem skréimo $e na mnozico atributov, ki jo vidimo na sliki 5.3,
ter rezultate primerjamo s polno mnozico atributov. Za razred vsakega omrezja dolo¢imo
model, ki je to omrezje generiral.

Pri analizi uporabimo tri klasifikacijske algoritme strojnega ucenja - naivni Bayesov algoritem,
»navadna« odlocitvena drevesa [13] in odlocitvena drevesa C4.5. Vsak algoritem pozenemo na
polni mnozici atributov ter na skréeni mnozici. Uspesnost algoritmov ocenjujemo s
klasifikacijsko toc¢nostjo (classification accuracy — CA) in obmocjem pod krivuljo ROC (area under
curve — AUCQ).

Na sliki 5.4a je prikazana vrednost AUC v odvisnosti od stopnje $uma, ki ga dodamo v
omrezje pred analizo. Sum dodajamo v korakih po 10 %, kjer prevezemo dolo¢en dele
povezav, kot smo to opisali v razdelku 3.4. Opazimo, da je najbolj robusten naivni Bayesov
klasifikator (modra barva), medtem ko uspesnost »navadnega« drevesa (zelena barva) in
drevesa C4.5 (rdeca barva) pri dodajanju Suma pada izrazito hitreje. Podobno je pri
opazovanju CA (slika 5.4b), vendar pa so tukaj razlike med posameznimi klasifikatorji manj
opazne. Opazimo tudi, da krivulja vrednosti CA pada prav premo sorazmerno s
povecevanjem Suma. Ocitno pri naklju¢nem prevezovanju doloc¢enega deleza povezav nato
klasifikatorji napacno klasificirajo priblizno enak delez vseh omrezij.
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Slika 5.4: Vrednosti AUC (a) in CA (b) pti razli¢nih stopnjah Suma.

Bayes Drevo
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Oglejmo si Se razlike med klasifikatorji, ko sum dodamo vektorjem lastnosti (slika 5.5). Na
tem mestu opozorimo, da se dodajanje Suma med omenjenima pristopoma bistveno razlikuje
in ju ne gre enaciti. V prejSnjem primeru delez suma oznacuje delez prevezanih vozlisc,
medtem ko v tem primeru delez Suma oznacuje delez velikosti standardne deviacije atributa.
Sum tako v tem primeru dodamo vsakemu atributu, neodvisno med seboj (Gaussov $um s
povprecno vrednostjo 0 in izbrano standardno deviacijo).

Tudi v tem primeru se najbolje odreze naivni Bayesov klasifikator, medtem ko ostala dva
klasifikatorja zaostajata. Nakloni krivulj (vpliv Suma) se zaradi omenjenih razlik mocno
razlikujejo od prejSnjega primera (pazi na razlicni skali na slikah 5.4 in 5.5).
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Slika 5.5: Vrednosti AUC (a) in CA (b) pri Sumu dodanem vektorjem lastnosti.

Klasifikatorje smo testirali tako na polni mnozici atributov (rezultati prikazani na slikah 5.4 in
5.5), kot tudi na skrc¢eni mnozici petih atributov iz slike 5.3. Naivni Bayesov klasifikator se je
vedno odrezal bolje na polni mnozici atributov, medtem ko pri ostalih dveh klasifikatorjih
razlika ni bila vedno tako ocitna. Zaradi preglednosti podamo zgolj rezultate pri Sumu
velikosti 30 % (tabela 5.1).

Tabela 5.1: Primerjava polne in skréene mnoZice atributov pri 30-odstotnem §umu (CA / AUC).

MnoZica atributov Naivni Bayes Odlocitveno drevo | Algoritem C4.5
Polna mnozica atr. 0.730 / 0.960 0.667 / 0.850 0.673 / 0.849
Skréena mnozica atr. 0.676 / 0.948 0.612 / 0.706 0.630 / 0.820

V prejsnjem razdelku smo videli, da se naklju¢na omrezja na skréeni mnozici atributov lepo
razdelijo v povsem disjunktne skupine (slika 5.3), vendar pa to ne velja ve¢, ko omrezjem
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dodamo sum. Verjetno se zato klasifikatorji povecini odrezejo bolje, ko imajo na voljo vse
atribute omrezja.

Lahko zaklju¢imo, da z naivnim Bayesovim klasifikatorjem dosezemo najboljse rezultate,
dobro pa se odreze tudi pri klasifikaciji omrezij, ki smo jim dodali visok delez suma. Tako za
klasifikator M-generatorja izberemo naivni Bayesov klasifikator, ki ga konstruiramo z
uporabo polne mnozice atributov. Zaradi preprostosti uporabimo kar klasifikator s privzetimi
nastavitvami [13]. V nadaljevanju si pogledamo, kako se M-generator obnese pri generiranju
naklju¢nih omrezij, ki naj bi v svojih lastnostih ¢im bolj posnemala realna omrezja.

5.3 Testiranje modela M-generator

V nadaljevanju si najprej ogledamo nekaj realnih omrezij, nato pa skusamo z M-generatorjem
generirati naklju¢na omrezja, ki bi ta realna omrezja ¢im bolje posnemala. Pri analizi
uporabimo naslednja omrezja:

- OmreZje 500-tih najvecjih komercialnih letalis¢ v ZDA [11]
Omrezje vsebuje 500 vozlis¢, ki predstavljajo letalisca v ZDA. Povezava med dvema
vozlis¢ema pomeni, da je bil v letu 2002 med tema letalis¢ema opravljen vsaj en polet.
Za omrezje pricakujemo potencno porazdelitev stopenj in majhen premer. Pricakuje
se tudi skupnosti znotraj omrezja in vpliv geografske lokacije posameznih vozlisc.

- OmreZje soavtorstva Clankov [31]
Vozlis¢a predstavljajo avtorje clankov, povezave pa predstavljajo sodelovanje dveh
avtorjev pri skupnem clanku. Omrezje vsebuje 16,264 avtorjev in 47,594 povezav.

- OmreZje Zenskega kluba [12]
Omrezje prikazuje 18 Zensk, ki so se udelezevale srecanj znotraj nekega kluba. Dve
zenski sta med seboj povezani, Ce sta se udelezili vsaj enega skupnega srecanja.

- Elektri¢cno omreZje zahodnega dela ZDA [45]
Omrezje predstavlja topologijo elektricnega omrezja. Vsebuje 6,594 povezav med
4,941 vozlisci.

- Socialno omreZje delfinov [27]
Zelo zanimivo omrezje predstavlja pogoste interakcije med 62 opazovanimi delfini.

- Nevronsko omrezZje [45]
Gre za nevronsko omrezje ¢rva Caenorbabditis elegans, kjer povezava povezuje dva
nevrona, ¢ce med njima obstaja sinapsa (oziroma povezava).
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Naivni Bayesov klasifikator nam za navedena omrezja izbere modele nakljucnih omrezij, ki
jih vidimo v tabeli 5.2. Opazimo, da klasifikator v vseh primerih izbere model BA z veliko
vecjo verjetnostjo, kot pri ostalih dveh modelih. To kaZe na to, da so naklju¢na omrezZja,
generirana z modelom BA (oziroma njihove opazovane lastnosti), bolj podobna ustreznim
realnim omrezjem, kot omrezja, generirana z ostalima modeloma. Sicer izbrani modeli
ustrezajo nasi teoreticni osnovi in pricakovanjem, vendar je za veéje zaupanje v rezultate
potrebna Se nadaljnja analiza.

Tabela 5.2: Modeli, ki jih za modeliranje realnih omreZij izbere algoritem naivni Bayesov klasifikator.

Analizirano omreZje Izbran model Verjetnosti
Omrezje 500-tih najvecjih komercialnih letalis¢ v ZDA Model BA 0.943
Omrezje sodelovanja med znanstveniki Model BA 0.951
Omrezje Zzenskega kluba Poissonov model 0.741
Elektricno omrezje zahodnega dela ZDA Model majhnega sveta 0.518
Socialno omrezje delfinov Model majhnega sveta 0.629
Nevronsko omrezje Model BA 0.995

Podrobnejse si oglejmo po eno omrezje za vsak izbran generator. Klasifikator za omrezje
letalis¢ izbere model BA. S slednjim generiramo dve naklju¢ni omrezji, enega enake velikosti
kot originalno omrezje (500 vozlisc), drugega pa vecjega (10,000 vozlisc). Vidimo, da je
vecina lastnosti med omrezji primerljivih. Model se slabse odreze pri generiranju skupnosti v
omrezju, saj je koeficient razvrscanja v obeh primerih veliko manjsi kot pri originalnem
omrezju. Tudi najvecja stopnja vozlis¢ je pri obeh naklju¢no generiranih omrezjih precej nizja
kot pri originalnem. Na sliki porazdelitev stopenj (slika 5.6) se to kaze tako, da graf naklju¢nih
omrezij ni toliko razpotegnjen v desno, kot pri realnem primeru.

Tabela 5.3: Primerjava lastnosti omreZja letali$¢ in naklju¢no generiranih omreZij.

Napaka | Najvecja | Povpr. Eksp. | Koeficient
Vozlis¢a | Povezave | & R? stopnja | stopnja | Premer | hop | razvrSCanja
Omrezje letalisc: 500 2,980 | -0.76 | 0.6581 145 11 4| 2.610 0.6175
Model BA: 500 23751 -0.70 | 0.3014 68 9 3| 3.307 0.04987
Model BA: 10,000 47,500 | -1.71| 0.6771 112 9 5| 4.455 0.002675

Iz slik porazdelitev stopenj (slika 5.6) vidimo tudi, da originalno omrezje sledi potenénemu
zakonu (premica na »log-log« grafu). Podobna ugotovitev sledi iz slik naklju¢no generiranih
omrezij, kjer se pri manjsem omrezju porazdelitev $e ni povsem ustalila, medtem ko je pri
vecjem potencna funkcija Ze zelo lepo vidna.
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Slika 5.6: Porazdelitev stopenj omreZja letali$¢ (a), naklju¢no omreZje modela BA s 500 vozlis¢i (b) in
naklju¢no omreZje z 10,000 vozlisci (c). Pri prikazu smo uporabili »log-log« graf.

Poissonov model klasifikator izbere zgolj v enem primeru, in sicer za omrezje zenskega kluba.
Rezultate analize omrezja Zenskega kluba in naklju¢no generiranih omrezij s Poissonovim
modelom podamo v tabeli 5.4. Kot vidimo je originalno omrezje zelo gosto, vsebuje zgolj 18
vozlis¢ in kar 139 povezav. Zato v tem primeru za vecje naklju¢no omrezje izberemo omrezje
s 300 vozlisci, saj ze tu Stevilo povezav preseze 40,000. Vidimo, da so lastnosti vseh omrezij
zelo podobne. Zaradi izredno gostega omrezja je koeficient razvrscanja pri vseh zelo visok,
prav tako pa tudi eksponent hop (graf »hop-plot« je prakticno navpicna premica). Vecje
omrezje generirano s Poissonovim modelom pa ima izrazito vecjo najvecjo in povprecno
stopnjo, kar je za tako gosto omrezje normalno. Slik porazdelitev stopenj tukaj ne podamo,
saj nobeno od omrezij ne sledi potenénemu zakonu.

Tabela 5.4: Primerjava lastnosti omreZja Zenskega kluba in naklju¢no generiranih omreZij.

Napaka | Najvecja | Povpr. Eksp. | Koeficient
Vozlis¢a | Povezave | O R? stopnja | stopnja | Premer | hop razvr§€anja
Omr. zen. kluba: 18 139 0.34 | 0.2532 17 15 11107300 0.9367
Poissonov m.: 18 141 0.34 | 0.2514 17 15 1107300 0.9208
Poissonov m.: 300 40,735 0.18 | 0.1796 282 271 11107300 0.9083

Za konec si oglejmo se omrezje delfinov, za katerega klasifikator izbere model majhnega
sveta. V tabeli 5.5 opazimo, da imajo vsa omrezja visok koeficient razvrscanja, kar je tudi
znacilno za model majhnega sveta. Porazdelitev stopenj pri nobenem od naklju¢nih omreZij
ne sledi poten¢nemu zakonu (koeficient & ni negativen), pri originalnem omrezju pa je
stevilo vozlis¢ premajhno, da bi lahko z gotovostjo potrdili obstoj le-tega. Sicer pa so lastnosti
naklju¢no generiranih omrezij primetljive z originalnim, tako da smo tudi v tem primeru z
izbiro modela zadovoljni.
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Tabela 5.5: Primerjava lastnosti omreZja delfinov in naklju¢no generiranih omreZij.

Napaka | Najvecja | Povpr. Eksp. | Koeficient

Vozlis¢a | Povezave | & R? stopnja | stopnja | Premer | hop | razvrSCanja

Omr. delfinov: 62 159 | -0.19| 0.0436 12 5 5| 1.281 0.2590
Model maj. sv.: 62 124 0.75] 0.1935 7 4 5| 1.543 0.2122
Model maj. sv.: 10,000 20,000 1.53] 0.1710 8 4 11| 3.309 0.2670

5.4 Analiza modela R-MAT

Za zakljucek analize nabor modelov naklju¢nih omrezij modela M-generator razsirimo Se z
modelom R-MAT. Ogledamo si lastnosti omrezij generiranih z modelom R-MAT in rezultate
pridobljene z razsirjenim modelom M-generator.

Avtorji modela R-MAT navajajo, kot smo zapisali v razdelku 3.4, oblikovanje skupnosti
znotraj omrezja in potencno porazdelitev stopenj. Na slikah 5.7 in 5.8 vidimo z oranzno
barvo oznacena omrezja modela R-MAT pri enakih projekcijah, kot smo si poprej ogledali
osnovne modele. Ce sliko 5.7 primetjamo s sliko 5.2, opazimo da se omreZja generirana z
modelom R-MAT precej bolj priblizajo obmocju realnih omrezij, kot omrezja osnovnih

modelov.
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Slika 5.7: Primerjava porazdelitve osnovnih modelov in modela R-MAT na grafu.

Prav tako na sliki 5.8 opazimo, da imajo omrezja modela R-MAT potencno porazdelitev
stopenj, podobno kot model BA, vendar pa imajo visji koeficient razvrs¢anja, kar kaze na bolj
goste skupnosti znotraj omrezja. Z omrezji modela R-MAT smo tako praznino v spodnjem
desnem kotu grafa na sliki 5.8 uspesno zmanjsali, vendar pa je le-ta se vedno prisotna.
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Slika 5.8: Prikaz porazdelitve osnovnih naklju¢nih omreZij in modela R-MAT na grafu s petimi osmi. Slika
je bila generirana z orodjem VizRank iz paketa Orange [13].

Iz tabele 5.6 (v primerjavi s tabelo 5.2) vidimo, da je klasifikator zamenjal izbiro modela BA z
modelom R-MAT. Razlika je v primeru omrezja sodelovanja med znanstveniki, kjer sedaj
namesto modela BA, klasifikator izbere model majhnega sveta. Tu je mozno, da gre za
napacno klasifikacijo, saj je tudi verjetnost izbire modela nizja od ostalih.

Klasifikator tako modela BA ni izbral v nobenem primeru. Glede na sliko 5.8 je to nekako
ocitno, saj model R-MAT generira boljse skupnosti v omrezju ob ohranjanju potencne
porazdelitve stopenj. Vendar pa je klasifikator model R-MAT vedno izbral z manjso
verjetnostjo, kot v prejsSnjem primeru model BA, kar kaze na to, da sta si modela podobna in
zato klasifikator modela R-MAT ne izbere z vecjo verjetnostjo.

Tabela 5.6: Izbrani modeli za modeliranje realnih omreZij.

Analizirano omreZje Izbran model Verjetnost
Omrezje 500-tih najvecjih komercialnih letalis¢ v ZDA | Model R-MAT 0.785
Omrezje sodelovanja med znanstveniki Model majhnega sveta | 0.606
Omrezje zenskega kluba Poissonov model 0.995
Elektriéno omrezje zahodnega dela ZDA Model majhnega sveta 0.829
Socialno omrezje delfinov Model majhnega sveta | (0,722
Nevronsko omrezje Model R-MAT 0.930

Podobno kot prej, naredimo se analizo za omrezje ameriskih letalis¢. Kot vidimo iz tabele 5.7,
se lastnosti generiranega omrezja zelo lepo ujemajo z realnim primerom (slika 5.9). Kljub
temu opazimo, da skupnosti v omrezju Se vedno niso tako goste, kot bi si zeleli. Koeficient
razvrscanja je sicer veciji kot pri modelu BA, vendar je se vedno dale¢ od realnega.
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Tabela 5.7: Primetjava realnega omreZja in omreZij generiranih z modelom R-MAT.

Napaka | Najvecja | Povpr. Eksp. | Koeficient
Vozlis¢a | Povezave | & R? stopnja | stopnja | Premer | hop | razvrSCanja
Omrezje letalisc: 500 2,980 | -0.761| 0.6581 145 11 4| 2.610 0.6175
Model R-MAT: 500 2,874 | -0.656 | 0.7414 206 11 3| 2.257 0.1759
Model R-MAT: 10,000 49,862 | -1.175| 0.7664 539 9 4| 4.422 0.01397

Iz slik porazdelitve stopenj (slika 5.9) opazimo, da porazdelitev stopenj omrezij modela R-
MAT v repu porazdelitve sledi poten¢nemu zakonu. V primerjavi z omrezji modela BA (slika
5.6) opazimo, da se porazdelitev stopenj omrezij modela BA lepse prilega premici. To je
nekako pricakovano, saj se model BA pri gradnji omrezja osredotoci zgolj na potencno
porazdelitev stopenj, model R-MAT pa poleg tega skrbi tudi za ostale lastnosti omrezja.

10000

(2)

10000

1000

(b)

100

10000

1000 1

Slika 5.9: Porazdelitev stopenj za originalno omreZje letaliS¢ (a), porazdelitev stopenj za naklju¢no omreZje
generirano z modelom R-MAT velikosti 500 vozli§¢ (b) in 10,000 vozlis¢ (c). Uporabljen je »log-log« graf.

Model R-MAT se izkaze za dobro izboljsavo obstojecih modelov. Sicer generirana omrezja Se
vedno ne posnemajo do potankosti realnih omrezij, vendar je predstavljeni model vsekakor
korak v pravo smer.

Povzamemo lahko, da klasifikator nov model izbere povsod, kjer se pokazejo izboljsave v
primerjavi s starim modelom BA. Z modelom R-MAT tako izboljsamo sam M-generator,
poleg tega pa potrdimo tudi primernost klasifikatorja.
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6 Zakljucek

V nalogi predstavimo nov pristop h generiranju naklju¢nih omrezij, ki ga poimenujemo M-
generator (Meta generator). Omogoca generiranje nakljucnih omrezij, ki posnemajo lastnosti
realnega omrezja brez da bi bilo potrebno te lastnosti poznati vnaprej. Tako lahko v
nadaljnjih raziskavah uporabimo naklju¢no omrezje z zaupanjem, da se obnasa podobno, kot
bi se omrezje realnega nabora podatkov.

M-generator za generiranje nakljucnih omreZij uporablja Zze poznane modele nakljucnih
omrezij. Njegova prednost je ta, da omreZja generirana s posameznim modelom naklju¢nih
omrezij samodejno analizira ter konstruira tudi ustrezen klasifikator. Ob generiranju novih
naklju¢nih omrezij s pomocjo klasifikatorja izbere model, ki naj bi v danem primeru najbol;j
ustrezal. Izbira je povsem avtomatska in pri generiranju omrezij tako ni potrebno
posredovanje domenskega eksperta.

Delovanje M-generatorja smo preizkusili nad realnim naborom omrezij. Lastnosti naklju¢no
generiranih omrezij smo primerjali z realnimi in bili z rezultati zadovoljni, saj so lastnosti
naklju¢no generiranih omrezij lepo sledile realnim. Vendar zaradi pomanjkanja oznacenih
podatkov ne moremo sklepati o uspesnosti pristopa v splosnem. Kljub temu je M-generator
sposoben samodejno generirati zelo dobra naklju¢na omrezja, tako da lahko zaklju¢imo, da so
cilji naloge v veliki meri dosezeni.

Model pa bi bilo moc z razli¢nimi klasifikatorji in atributi (lastnosti omrezij) Se izboljsati. Med
lastnostmi omrezij se zdita obetajoci elasticnost omrezja in vmesna centralnost vozlis¢. Pri
obeh pa naletimo na tezavo pri preslikavi v atributni zapis primeren za konstruiranje
klasifikatorja. V obeh primerih lahko nariSemo graf porazdelitve, vprasanje pa je ce so si grafi
omrezij med seboj podobni, ter kako jih med seboj uc¢inkovito primerjati.

Mozno izboljsavo bi predstavljalo tudi konstruiranje in testiranje klasifikatorja nad realnimi
omrezji. Pri tem bi potrebovali veliko in reprezentativho mnozico omrezij, katero bi morali
dodatno oznaciti s pomocjo domenskega eksperta (ali eno od metod primerjanja omrezij).



44

Izvedba te izboljSave je dejansko mozna za manjsi, specificni nabor omrezij. V splosnem pa
bi bila vpeljava taksne izboljsave tezje izvedljiva.



45

Seznam slik

Slika 2.1:
Slika 2.2:
Slika 2.3:
Slika 2.4:
Slika 2.5:

Slika 3.1:
Slika 3.2:
Slika 3.3:
Slika 3.4:
Slika 3.5:
Slika 3.6:

Slika 4.1:
Slika 4.2:
Slika 4.3:

Slika 5.1:
Slika 5.2:
Slika 5.3:
Slika 5.4:
Slika 5.5:
Slika 5.6:
Slika 5.7:
Slika 5.8:
Slika 5.9:

Primer neusmerjenega omrezja z osmimi vozlisci in desetimi povezavami................ 5
Histogram stevila prebivalcev v mestih ZDA ..o 8
Primer grafa hop-plot............oeviviviiiiiiiiiiiiiiiccc 11
Omrezje prijateljstev na SOl v ZDA ..o 13
Primer dendrograma z desetimi VOZISCL.....covviuiiiiiriiiiciiiiiicinccncccaes 14
Primer omrezja generiranega s Poissonovim modelom........cccocvceuiirnininiccicinininaes 19
Vozlis¢a z visjo stopnjo imajo vecjo verjetnost, da dobijo novo povezavo.............. 20
Primer omrezja generiranega z modelom BA. ..o 21
Slika prikazuje, kako se spreminja oblika omrezja s povecevanjem parametra p ..... 23
Prikaz ODMOCIA P uvuvevieiiiiiiii s 23
Model R-MAT: Rekurzivno delimo matriko sosednosti na stiri bloke. ..........ccc.c..ec. 24
Preslikava 0mMreZja v VEKLOL.....cccvviviriniriririricicicicciccccecccc s 27
Prikaz gradnje in testiranja klasifikatorja modela M-generator ..........cccoeceveucucurunennaes 28
Prikaz generiranja omrezja z modelom M-generator........ccoovviiccniiininiiicnciiniiicnes 30
Porazdelitev omrezij Na rafu ... 33
Poleg naklju¢nih omrezij sedaj na grafu prikazemo Se obmodje realnih omrezij ..... 34
Prikaz porazdelitve nakljucnih omrezij Na Grafu .....coocvevivicviniciviiiicccccee, 34
Vrednosti AUC (a) in CA (b) pri razlicnih stopnjah $uma ........ccccceevviiiicccinininnes 35
Vrednosti AUC (a) in CA (b) pri Sumu dodanem vektorjem lastnosti ........cccveeeeee. 36
Porazdelitev stopenj omrezja letaliSC ..o 39
Porazdelitev omrezij Na rafu ..o 40
Prikaz porazdelitve osnovnih naklju¢nih omrezij in modela R-MAT ........................ 41

Porazdelitev stopenj za originalno omrezje letaliSC........ovvivvvirivicieicciecciiciines 42



46

Seznam tabel

Tabela 5.1: Primerjava polne in skré¢ene mnozice atributov pri 30-odstotnem Sumu............... 36
Tabela 5.2: Modeli, ki jith za modeliranje realnih omrezZij izbere algoritem naivni Bayesov
KIASTHKATOL ...vviiiect s 38
Tabela 5.3: Primerjava lastnosti omrezja letaliS¢ in nakljucno generiranih omrezij................... 38
Tabela 5.4: Primerjava lastnosti omrezja zenskega kluba in nakljucno generiranih omrezij.... 39
Tabela 5.5: Primerjava lastnosti omrezja delfinov in naklju¢no generiranih omrezZij................ 40
Tabela 5.6: Izbrani modeli za modeliranje realnih OMIeZij.....ccccvviviviiiiiiiiiiiiiiiiiicc 41

Tabela 5.7: Primerjava realnega omrezja in omrezij generiranih z modelom R-MAT.............. 42



47

Viri in literatura

[10]

[11]

L. A. Adamic, R. M. Lukose, A. R. Puniyani, B. A. Huberman, “Search in power-law
networks”, Physzcal Review, $t. 64, 046135, 2001.

L. A. Adamic, R. M. Lukose, B. A. Huberman, “Local Search in Unstructured
Networks”, Handbook of Graphs and Networks: S. Bornholdt, H. G. Schuster, 2003.

A. L. Barabasi, R. Albert, “Emergence of Scaling in Random Networks”, Scence, st.
286, str. 509-512, 1999.

A. L. Barabasi, R. Albert, H. Jeong, “Mean-field theory for scale-free random
networks”, Phys. A, §t. 272, str. 173-187, 1999.

I. Bezakova, A. Kalai, R. Santhanam, “Graph Model Selection using Maximum
Likelihood”, v zborniku The 234 International Conference on Machine Iearning,
Pittsburgh, 2000.

B. Bollobas, O. Riordan, “The Diameter of a Scale-Free Random Graph”,
Combinatorica, 2002.

K. M. Borgwardt, “Graph Kernels”, Doktorska Disertacija, Universitit Munchen,
2007.

D. Chakrabarti, C. Faloutsos, “Graph Mining: Laws, Generators, and Algorithms”,
ACM Computing Surveys, st. 38, zv. 2, 2000.

D. Chakrabarti, Y. Zhany, C. Faloutsosz, “R-MAT: A Recursive Model for Graph
Mining”, v zborniku SLAM Data Mining Conference, Philadelphia, PA, ZDA, 2004.

A. Clauset, C. R. Shalizi, M. E. J. Newman, “Power-law Distributions in Empirical
Data”, 2009, dostopno na: http://arxiv.org/abs/0706.1062.

V. Colizza, R. Pastor-Satorras, A. Vespignani, “Reaction-Diffusion Processes and
Metapopulation Models in Heterogeneous Networks”, Nature Physics, st. 3, str. 276-
282, 2007.



48

[12] A. Davis, B. B. Gardner, M. R. Gardner, “Deep South”, Unzversity of Chicago Press,
Chicago, 1L, ZDA, 1941.

[13] J. Demsar, B. Zupan, “Orange: From Experimental Machine Learning to Interactive
Data Mining”, Fakulteta za RacunalniStvo in Informatiko, Univerza v Ljubljani,
2004.

[14] S. N. Dorogovtsev, J. F. F. Mendes, A. N. Samukhin, “Structure of Growing
Networks with Preferential Linking”, Phys. Rev. Lett., $t. 85, str. 4633-4636, 2000.

[15] P. Erdds, A. Rényi, “On Random Graphs”, Publ. Math. Debrecen, st. 6, str. 290-297,
1959.

[16] P. Flajolet, G. N. Martin, “Probabilistic Counting Algorithms for Data Base
Applications”, Journal of Computer and System Sciences, $t. 31, zv. 2, str. 182-209, 1985.

[17] G. W. Flake, S. Lawrence, C. L. Andgiles, “Efficient identification of Web
communities”, v zborniku The Sixth International Conference on Knowledge Discovery and
Data Mining, Boston, MA, ZDA, aug. 2000, str. 150-160.

[18] T. Girtner, P. Flach, S. Wrobel, “On Graph Kernels: Hardness Results and Efficient
Alternatives”, LNAI 2777, str. 129-143, 2003.

[19] K.-I. Goh, E. Oh, H. Jeong, B. Kahng, D. Kim, “Classification of scale-free
networks”, PNAS, §t. 99, zv. 20, str. 12583-12588, 2002.

[20] M. L. Goldstein, S. A. Morris, G. G. Yen, “Problems with Fitting to the Power-Law
Distribution”, The European Physical Journal B, $t. 41, zv. 2, str. 255-258, 2004.

[21] M. Granovetter, “The Strength of Weak Ties: A Network Theory Revisited”,
Sociological Theory, st. 1, str. 201-233, 1983.

[22] H. Kashima, A. Inokuchi, “Kernels for Graph Classification”, ICDM Workshop on
Active Mining, 2002.

[23] J. M. Kleinberg, “Navigation in a small world”, Nature, st. 400, str. 845, 2000.

[24] J. M. Kleinberg, “The Small-World Phenomenon: An Algorithmic Perspective”, v
zborniku The 327 Annual ACM Symposium on Theory of Computing, Association of
Computing Machinery, New York, 2000, str. 163-170.

[25] P. L. Krapivsky, S. Redner, “Organization of Growing Random Networks”, Physical
Review E, $t. 63, zv. 6, 2001.

[26] ]. Leskovec, D. Chakrabarti, J. Kleinberg, C. Faloutsos, Z. Ghahramani, “Kronecker
graphs:  An Approach to Modeling Networks”, 2009, dostopno na:
http:/ /arxiv.org/abs/0812.4905v2.

[27] D. Lusseau, K. Schneider, O. J. Boisseau, P. Haase, E. Slooten, S. M. Dawson,
Behavioral Ecology and Sociobiology, $t. 54, str. 396-405, 2003.



49

[28] J. Moody, “Race, School Integration, and Friendship Segregation in America”, Awer.
J. Sociol., $t. 107 zv. 3, str. 679-716, 2001.

[29] M. E. J. Newman, “Power laws, Pareto Distributions and Zipf’s law”, Contemporary
Physics, $t. 46, zv. 5, str. 323-351, 2005.

[30] M. E. J. Newman, “The Structure and Function of Complex Networks”, SLAM
Review, st. 45, zv. 2, str. 167-256, 2003.

[31] M. E. J. Newman, “The Structure of Scientific Collaboration Networks”, v zborniku
The National Academy of Sciences of the United States of America, $t. 98, str. 404-409, 2001.

[32] C.R. Palmer, P. B. Gibbons, C. Faloutsos, “ANF: A Fast and Scalable Tool for Data
Mining in Massive Graphs”, v zborniku The Eighth ACM SIGKDD International
Conference Discovery and Data Mining, Edmonton, Alberta, Kanada, jul. 2002.

[33] D. J. de S. Price, “A General Theory of Bibliometric and Other Cumulative
Advantage Processes”, Journal of the American Society for Information Science, $t. 27, str.
292-300, 1976.

[34] D.J. de S. Price, “Networks of Scientific Papers”, Science, st. 149, str. 510-515, 1965.

[35] M. F. Schwartz, D. C. M. Wood, “Discovering Shared Interests Using Graph
Analysis”, Comm. ACM, $t. 36, zv. 8, str. 78-89, 1993.

[36] N. Shervashidze, S.V.N. Vishwanathan, T. H. Petri, K. Mehlhorn, K. M. Borgwardt,
“Efficient graphlet kernels for large graph comparison”, v zborniku The 7127

International Conference on Artificial Intelligence and Statistics, Clearwater Beach, Florida,
ZDA, 2009.

[37] H. Simon, “On a Class of Skew Distribution Functions”, Biometrika, $t. 43, str. 425-
440, 1955.

[38] R. Solomonoft, A. Rapoport, “Connectivity of Random Nets”, Bulletin of Mathematical
Biophysics, st. 13, 1951.

[39] S. H. Strogatz, “Exploring Complex Networks”, Nature, §t. 410, str. 268-276, 2001.

[40] S. L. Tauro, C. Palmer, G. Siganos, M. Faloutsos, “A Simple Conceptual Model for
the Internet Topology”, Global Internet, 2001.

[41] J. Travers, S. Milgram, “An Experimental Study of the Small World Problem”,
Sociometry, st. 32, vol. 4, str. 425-443, 1969.

[42] S. Wasserman, P. Pattison, “Logit Models and Logistic Regressions for Social
Networks”, Psychometrika, $t. 61, zv. 3, str. 401-425, 1996.

[43] D. J. Watts, “Networks, Dynamics, and the Small-World Phenomenon”, AJS, st.
105, zv. 2, str. 493-527, 1999.



50

[44] D.J. Watts, P. S. Dodds, M. E. J. Newman, “Identity and search in social networks”,
Science, $t. 290, str. 1302-1305, 2002.

[45] D. J. Watts, S. H. Strogatz, “Collective Dynamics of ‘Small-World” Networks”,
Nature, $t. 393, str. 440-442, 1998.

[40] L. Zager, “Graph Similarity and Matching”, Magistrsko delo, Massachusetts Institute
of Technology, 2005.



